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Le cours

CE QU'IL DIT EN ACCUEILLANT

3aslema ! Le chapitre numéro quatorze : trigonométrie et mesure des grandeurs. El 3am elli fet, chofna
le cosinus, le sinus w la tangente mta3 angle aigu, fi le triangle rectangle. Lyoum bech nwass3ouhom |
les angles obtus, b le demi-cercle trigonométrique. Bech nchoufou les angles supplémentaires w les
angles complémentaires, la tangente w la cotangente, w les relations fondamentales. W ba3d,
nesta3mlou hedha el koll bech n9isou : la loi du sinus, I'aire mta3 triangle, w le théoréme d'El-Kashi, elli

ye5dem fi koll triangle, mouch ken fi le triangle rectangle. Yalla, nabdew.

le Laui « Ol Wl pl=dl . chapitre numéro quatorze : trigonométrie et mesure des grandeurs JI ! doMuuc
les angles J pag=iugi bl pgd . le triangle rectangle o « angle aigu glio cosinus .« le sinus w la tangente
les angles supplémentaires w les angles gog.ii il . le demi-cercle trigonométrique 5 . obtus
JSJI 3 glasiuwg « 3=y complémentaires . la tangente w la cotangente . w les relations fondamentales . w
Jugo « triangle JS 6 pazy Ml triangle « w le théoreme d'El-Kashi ¢lis la loi du sinus . I'aire : guudi il
.9l allly . le triangle rectangle oo o8
Bonjour ! Le chapitre numéro quatorze : trigonométrie et mesure des grandeurs. L'année derniere, nous
avons vu le cosinus, le sinus et la tangente d'un angle aigu, dans le triangle rectangle. Aujourd'hui, nous
allons les étendre aux angles obtus, grdce au demi-cercle trigonométrique. Nous verrons les angles
supplémentaires et les angles complémentaires, la tangente et la cotangente, et les relations
fondamentales. Ensuite, nous utiliserons tout cela pour mesurer : la loi du sinus, l'aire d'un triangle, et le
théoreme d'El-Kashi, qui fonctionne dans tous les triangles, et pas seulement dans le triangle rectangle.

Allez, on commence.

Ce chapitre prolonge la trigonométrie du triangle rectangle : le demi-cercle trigonométrique donne

un cosinus et un sinus a tous les angles de 0 a 7, y compris les angles obtus.

On s'en sert ensuite pour mesurer : longueurs, angles et aires dans un triangle quelconque, avec la loi

du sinus et le théoreme d'El-Kashi.

OBJECTIFS ANNONCES

CE QU'IL DIT EN LES ANNONCANT
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Fi e5er el chapitre hedha, bech tkoun ta3ref:
Loy 9T Uil « 1ia chapitre JI ysl 6

A la fin de ce chapitre, tu sauras :

Définir le cosinus et le sinus d'un réel de [0, ]
Définir le cosinus et le sinus d'un réel compris entre zéro et pi.
Définir le cosinus et le sinus d'un réel compris entre zéro et pi.

o Utiliser les angles supplémentaires et complémentaires, la tangente et la cotangente

Utiliser les angles supplémentaires et complémentaires, la tangente et la cotangente.

Utiliser les angles supplémentaires et complémentaires, la tangente et la cotangente.

e Utiliser les relations fondamentales
Utiliser les relations fondamentales.

Utiliser les relations fondamentales.

e Appliquer la loi du sinus, la formule de l'aire et le théoreme d'El-Kashi

Appliquer la loi du sinus, la formule de l'aire et le théoréme d'El-Kashi.

Appliquer la loi du sinus, la formule de l'aire et le théoreme d'El-Kashi.

e Reconnaitre des triangles isométriques ou semblables, utiliser les relations métriques

Reconnaitre des triangles isométriques ou semblables, et utiliser les relations métriques.

Reconnaitre des triangles isométriques ou semblables, et utiliser les relations métriques.

1. ACTIVITE

Rappels

CE QU'IL DIT
Nabdew b tadhkir mel 3am elli fet. Fi triangle rectangle, le cosinus mta3 angle aigu houwa le c6té
adjacent sur I'hypoténuse, le sinus houwa le coté opposé sur I'hypoténuse, w la tangente hiya le coté
opposé sur le coté adjacent. Chedd fi belek zeda les trois angles remarquables : trente degrés hiya pi sur
six, quarante-cing degrés hiya pi sur quatre, w soixante degrés hiya pi sur trois. Cosinus de pi sur trois
égale un demi, w sinus de pi sur six égale un demi zeda. Fi el chapitre hedha, bech nwass3ou le cosinus
w le sinus 7atta | les angles obtus.
le c6té adjacent sur ga angle aigu glis triangle rectangle . le cosinus o . Sls I pldl o S glaw
le coté opposé sur le coté & le coté opposé sur I'hypoténuse . w la tangente ga I'hypoténuse . le sinus
pi sur six . quarante-cing & les trois angles remarquables : trente degrés 8515 UL o 3 . adjacent
pi sur trois . cosinus de pi sur trois égale un demi . w & pi sur quatre . w soixante degrés . degrés
les J > le cosinus w le sinus g=iugi il « 13 chapitre JI (6 . 85l) sinus de pi sur six égale un demi
. angles obtus
Commencgons par un rappel de l'année derniere. Dans un triangle rectangle, le cosinus d'un angle aigu est
le coté adjacent sur ['hypoténuse, le sinus est le coté opposé sur ['hypoténuse, et la tangente est le coté

opposé sur le c6té adjacent. Retiens aussi les trois angles remarquables : trente degrés, c'est pi sur six,
quarante-cing degrés, c'est pi sur quatre, et soixante degrés, c'est pi sur trois. Cosinus de pi sur trois égale
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un demi, et sinus de pi sur six égale un demi aussi. Dans ce chapitre, nous allons étendre le cosinus et le

sinus jusqu'aux angles obtus.

L'année derniere, on a défini le cosinus, le sinus et la tangente d'un angle aigu dans un triangle
rectangle. Dans un triangle ABC' rectangle en A :

~ AC .~ AB . AB
cosC:B—C, SmC_B_C” tanC’—A—C.

On connait aussi les valeurs pour trois angles remarquables :

Angl di T u T -
ngle a (en radians) 5 1 3
Angle  (en degrés) 30°  45°  60°
Ccos & ﬁ Q 1
2 2 2
sin o 1 Q @
2 2 2
tan o @ 1 \/§
3 v

Enfin, dans un repére orthonormé (O, i, 3), le point M (z,y) a pour symétriques M'(x, —y) par
rapport a l'axe des abscisses, M"(—x, y) par rapport a I'axe des ordonnées, et N (—z, —y) par
rapport a O. Le deuxiéme sert pour les angles supplémentaires.

Cinq triangles rectangles dans une seule figure.

Un triangle ABC rectangle en A : A est en bas a gauche, B en bas a droite et
C au-dessus de A. Le point H est sur le c6té [BC] : c'est le pied de la hauteur
issue de A. Le point M est sur le c6té [AB], a la verticale de H : c'est le projeté
orthogonal de H sur (AB). Des équerres marquent les angles droits en A, en H
eten M.
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LE COSINUS
—~  coté adjacent

cosC = -
hypoténuse
LE SINUS
. =~ CcOté opposé
hypoténuse

LA TANGENTE

—~ coté opposé
tanC = PP

coté adjacent

EXEMPLE TRAITE
Dans la figure, ABC est un triangle rectangle en A, H est le pied de la hauteur issue de A, et M est
le projeté orthogonal de H sur la droite (AB). a) Citer tous les triangles rectangles. b) Citer les

angles égaux a l'angle m ¢) Donner cinq expressions différentes de cos A/C?

Les triangles rectangles — Il y en a cing. Le triangle ABC' est rectangle en A. Les triangles AHC et
AH B sont rectangles en H. Les triangles AM H et H M B sont rectangles en M.

Les angles égaux — Dans le triangle ABC, I'angle XC\B est le complémentaire de I'angle ZB\C
Dans le triangle AH B, I'angle BAH I'est aussi, et dans le triangle HM B, c'est I'angle BH M .
ACB = BAH = BHM
Cing expressions — Dans chacun des cinqg triangles rectangles, on écrit le coté adjacent sur
I'nypoténuse, pour I'angle qui est égal a I'angle AC'B.

—— A H AH AM HM
cos ACB = g = ¢ = = —

BC AC AB AH HB
—— AC CH AH AM HM

cos ACB = = = = =
BC AC AB AH HB
. . cOté opposé —. coté adjacent
A ne pas faire: cos C = i —cosC = J . Le cosinus prend le c6té qui touche
hypoténuse hypoténuse

I'angle, le sinus prend le coté d'en face. Les deux se divisent par I'hypoténuse.

2. ACTIVITE

Pour comprendre : le demi-cercle trigonométrique

CE QU'IL DIT

Ne5dhou repere orthonormé : O, A w B, w A prime houwa le symétrique mta3 A par rapport a O.
Nrasmou le demi-cercle elli le diametre mte3ou AA prime w elli yet3adda men B : hedha nsammiwh le
demi-cercle trigonométrique, w le rayon mte3ou un. Tawa ne5dhou 3lih point |, elli ya3tina I'angle IOA
égale pi sur six. Ki nhabbtou | 3la la droite OA, nal9aw triangle rectangle, I'hypoténuse mte3ou un : donc

I'abscisse mta3 | hiya cosinus de pi sur six, w I'ordonnée hiya sinus de pi sur six. W le symétrique | prime
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par rapport a la droite OB 3andou nafs I'ordonnée, w I'abscisse opposée. Chedd fi belek : | koll réel alpha
bin zéro w pi, thamma point we7ed bark 3la le demi-cercle.
le demi- gouuyi . A par rapport a O glis le symétrique g repere orthonormé: O . Aw B . w A prime gisU
le demi-cercle trigonométrique . sgoui 13a : B o iy Ul A A prime w gelio le diametre (Ml cercle
la e | gnigi S . I'angle | O A égale pi sur six ldosy I« point | ade 9350 155 . un gelio w le rayon
cosinus de pi sur i | glio un : donc 'abscisse gelio triangle rectangle . I'hypoténuse glali . droite O A
oudi gade sinus de pi sur six . w le symétrique | prime par rapport a la droite O B & six . w I'ordonnée
le ode y a>lg point &aj . zéro w pi jw réel alpha JsJ : ¢lb o 3 . 'ordonnée . w I'abscisse opposée
. demi-cercle
Prenons un repére orthonormé : O, A et B, et A prime est le symétrique de A par rapport a O. On trace le
demi-cercle de diameétre A A prime qui passe par B : on ['appelle le demi-cercle trigonométrique, et son
rayon vaut un. Plagons-y un point | tel que l'angle | O A égale pi sur six. En projetant | sur la droite O A, on
obtient un triangle rectangle d'hypoténuse un : l'abscisse de | est donc cosinus de pi sur six, et son ordonnée
est sinus de pi sur six. Et le symétrique | prime par rapport a la droite O B a la méme ordonnée, et ['abscisse
opposée. Retiens bien : a chaque réel alpha entre zéro et pi correspond un seul point du demi-cercle.

—
Soit (O,ﬁ, OB) un repére orthonormé du plan et A’ le symétrique de A par rapport 8 O. On
désigne par € le demi-cercle de diamétre [AA'] qui contient le point B. Ce demi-cercle est appelé
demi-cercle trigonométrique. Son rayon vaut 1, et A(1,0), B(0,1), A’'(—1,0).

— T
Soit I le point de € tel que IOA = & On projette I sur la droite (O A) : on obtient un triangle

. . ™ e . T
rectangle d'hypoténuse OI = 1, donc l'abscisse de I est cos 6 et son ordonneée est sin —.

V31

I\ —,=
'R
Le symétrique I’ de I par rapport a la droite (OB) est encore sur % : il a la méme ordonnée et
. , —_— T 5w
I'abscisse opposée, et I'angle I’O A mesure ™ — 5 = 5

Plus généralement, pour chaque réel v de l'intervalle [0, 7], il existe un seul point M du demi-cercle

% tel que AOM = . sur %, il'y a un seul point d'abscisse 0,8, mais deux points d'ordonnée 0,5.
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| et I' ont la méme ordonnée et des abscisses opposées.

Un demi-cercle de centre O et de rayon 1, posé sur le diametre [A'A] : A est a
droite, A" a gauche, et B est le sommet du demi-cercle, au-dessus de O. Le
point | est sur le demi-cercle, a droite, avec un angle IOA de pi sur 6. Le point
I' est son symétrique par rapport a la droite (OB) : il est a gauche, a la méme
hauteur que .

LE REPERE

A(170) ) B(07 1) ) A/(—].,O)

| ET SON SYMETRIQUE

V31

I\ =5
272

o V3
27

N | =

EXEMPLE TRAITE

— T
Sur le demi-cercle trigonométrique, on désigne par J et K les points tels que JOA = 1 et

—_— T
KOA = 3 a) Préciser les coordonnées de J et de K. b) Déterminer les coordonnées de leurs

symétriques J' et K' par rapport a la droite (OB).

T s
Le point J — Le rayon vaut 1 : I'abscisse de J est le cosinus de — et son ordonnée est le sinus de —.

4 4
93 2

J 27 2

U s
Le point K — De méme, l'abscisse de K est le cosinus de — et son ordonnée est le sinus de —.

3
(13
2 2

Les symétriques — La symétrie par rapport a la droite (O B) garde I'ordonnée et change I'abscisse en
son opposé.

g2 v2) o (13

2’ 2 ’ 2 2
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A ne pas faire : Sur le demi-cercle, il y a un seul point d'ordonnée 0,5 — Il y en a deux : I'un & droite de
(OB), l'autre a gauche. Deux points symétriques par rapport a la droite (OB) ont la méme ordonnée. C'est
I'abscisse qui les distingue.

3. DEFINITION

Cosinus et sinus d'un réel

CE QU'IL DIT
Tawa et-ta3rif. Ne5dhou réel alpha bin zéro w pi, w M houwa le point el wa7id 3la le demi-cercle
trigonométrique elli ya3tina I'angle AOM égale alpha. Le cosinus mta3 alpha houwa I'abscisse mta3 M, w
le sinus mta3 alpha houwa I'ordonnée mta3 M. Na9raw toul chwaya valeurs : ki M yji 3la A, cosinus de
zéro égale un w sinus de zéro égale zéro. Ki M yji 3la B, cosinus de pi sur deux égale zéro w sinus de pi
sur deux égale un. W ki M yji 3la A prime, cosinus de pi égale moins un w sinus de pi égale zéro. W 5ater
M dima 3la le demi-cercle, le cosinus yo93ed bin moins un w un, w le sinus bin zéro w un.
le demi-cercle trigonométrique Je u>gll le point ga zéro w pi « w M ,u réel alpha gisb . oy y=il 155
d alpha glic M . w le sinus glio I'abscisse g& alpha glis I'angle A O M égale alpha . le cosinus luasy I
A . cosinus de zéro égale un w sinus de zéro wJde =y M S : valeurs & g Jgb glyai . M glis I'ordonnée
S B . cosinus de pi sur deux égale zéro w sinus de pi sur deux égale un . w e =u M S . égale zéro
le demi- Je loy> M bl A prime .« cosinus de pi égale moins un w sinus de pi égale zéro . w (e =y M
. Z€ro w un ;u moins un w un . w le sinus ;u a=dy cercle . le cosinus
Voici la définition. On prend un réel alpha entre zéro et pi, et M est ['unique point du demi-cercle
trigonométrique tel que l'angle A O M égale alpha. Le cosinus de alpha est l'abscisse de M, et le sinus de
alpha est 'ordonnée de M. On lit tout de suite quelques valeurs : quand M est en A, cosinus de zéro égale
un et sinus de zéro égale zéro. Quand M est en B, cosinus de pi sur deux égale zéro et sinus de pi sur deux
égale un. Et quand M est en A prime, cosinus de pi égale moins un et sinus de pi égale zéro. Et comme M

reste sur le demi-cercle, le cosinus est toujours entre moins un et un, et le sinus entre zéro et un.

—
Soit (O, OZ, OB) un repére orthonormé du plan. Soit a un réel appartenant a [0, 7] et soit
M 1'unique point du demi-cercle trigonométrique € tel que AOM = «. - On appelle cosinus
du réel a I'abscisse du point M, et on le note cos a. - On appelle sinus du réel a I'ordonnée

du point M, et on le note sin a.

On lit tout de suite quelques valeurs sur le demi-cercle :
* M =Apoura=0:cos0=1etsin0=0;

T T T
’M:Bpouroz:E:cos—:0etsin—:1;

2 2
* M = A'poura =m:cosm = —1letsinm = 0.
Comme M reste sur le demi-cercle, pour tout réel o de l'intervalle [0, 7] : —1 < cosa < let0 <
sina < 1.
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A cos a ) A

L'abscisse de M est cos a, son ordonnée est sin a.
Le demi-cercle trigonométrique de centre O : A a droite, A" a gauche, B en
haut. Un point M est sur le demi-cercle, a gauche de (OB) : l'angle AOM, noté
alpha, est obtus. Un trait vertical descend de M jusqu'a ['axe (A'A) : son pied
marque l'abscisse de M, c'est cos alpha, ici négatif. Un trait horizontal va de
M jusqu'a l'axe (OB) : il marque l'ordonnée de M, c'est sin alpha.
LE POINT M DU DEMI-CERCLE

M(cosa, sina)

POUR A DANS [0, M]

—1<cosa<1l et 0<sina<l1

EXEMPLE TRAITE

Sur le demi-cercle trigonométrique, combien y a-t-il de points M tels que cos AOM = 0,5?Et

L 2
combien de points P tels que sin AOP = 5 ? Donner chaque fois la mesure de I'angle.
Le cosinus — Le cosinus est I'abscisse : on cherche les points du demi-cercle d'abscisse 0,5. Il y en a un
™
seul, et I'angle mesure 3"
— 1 — T
cos AOM = 5 — AOM = 3

2
Le sinus — Le sinus est I'ordonnée : on cherche les points du demi-cercle d'ordonnée —. lly en a

deux, symétriques par rapport a la droite (OB).

S 2 SR S
sin A0P = g — AOP = % ou A0P = ‘%”

A ne pas faire : Pour ax dans l'intervalle fermé [0, 7], cos a est toujours positif — cos a < 0 dés que «

0
dépasse bX Quand I'angle est obtus, le point M passe a gauche de la droite (OB) : son abscisse est négative.

Le sinus, lui, reste positif.

. m . T m . : .
A ne pas faire : cos 3= 1 etsin 3= 0 — cos 5 = 0 et sin 5= 1. Pour I'angle droit, le point M est en B,

de coordonnées zéro et un : I'abscisse donne le cosinus, I'ordonnée donne le sinus.
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4. ACTIVITE

Pour comprendre : le triangle rectangle

CE QU'IL DIT
Et-ta3rif ej-jdid, za3ma yetmecha m3a mta3 el 3am elli fet ? Nchoufou. 3andna triangle OPM rectangle
en P, w nrasmou le demi-cercle trigonométrique de centre O. La droite OM t9oss le demi-cercle fi point
N. Nhabbtou N 3la la droite OP, w ntabb9ou Thalés : I'abscisse mta3 N hiya OP sur OM, w 'ordonnée
hiya MP sur OM. Ya3ni le cosinus mta3 I'angle POM houwa le c6té adjacent sur I'hypoténuse, w le sinus
houwa le c6té opposé sur I'hypoténuse. Donc | angle aigu, et-ta3rif ej-jdid ya3tina nafs elli na3rfouh fi le
triangle rectangle.
gouwyi triangle O P M rectangle en P« w Laic . goguii § O I pladl glio go itlols loc « 2uazl oy =il
N gligi . point N s le demi-cercle joai le demi-cercle trigonométrique de centre O . la droite O M
.MPsurOM g OPsurOM.wlordonnée & N glio Thalés : I'abscisse gailnj la droite O P« w e
le cOté opposé sur ga le coté adjacent sur I'hypoténuse . w le sinus ga I'angle P O M ¢glis le cosinus (uisy
. le triangle rectangle (o 0962 I Guai ldasy 3ozl way y=il - angle aigu J I'hypoténuse . donc
La nouvelle définition s'accorde-t-elle avec celle de l'année derniere ? Voyons. On a un triangle O P M
rectangle en P, et on trace le demi-cercle trigonométrique de centre O. La droite O M coupe le demi-cercle
en un point N. On projette N sur la droite O B et on applique Thales : l'abscisse de N est O P sur O M, et
son ordonnée est M P sur O M. Autrement dit, le cosinus de ['‘angle P O M est le c6té adjacent sur
l'hypoténuse, et son sinus est le coté opposé sur ['hypoténuse. Pour un angle aigu, la nouvelle définition

redonne donc ce que l'on connait dans le triangle rectangle.

Soit OP M un triangle rectangle en P, et A un point du segment [OP], distinct de O et de P. On
-
munit le plan du repére orthonormé (O, 07, OB), ou B est du méme coté que M par rapport a

la droite (OP), et on trace le demi-cercle trigonométrique % .

Le demi-cercle € coupe la droite (OM) en un point N. On note N’ le projeté orthogonal de N
sur (OP) : les droites (N N') et (M P) sont paralléles, et d'aprés le théoréme de Thalés dans le
triangle OPM,

ON' NN ON 1
OP ~ MP OM OM

MP
L'abscisse du point IV est donc égale a ——, et son ordonnée a

OM OM’

Autrement dit, pour un angle aigu, la nouvelle définition redonne exactement celle du triangle

rectangle : le cosinus est le cOté adjacent sur I'hnypoténuse, le sinus est le cOté opposé sur

I'hypoténuse.
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Z 1:1———

N est le point du demi-cercle sur la droite (OM).

Un triangle OPM rectangle en P : O est a gauche, P a droite sur la méme
horizontale, et M est au-dessus de P. Le point A est sur le segment [OP], et OA
est l'unité. Le demi-cercle trigonométrique de centre O passe par A, par B au-
dessus de O et par A' a gauche. Il coupe le segment [OM] au point N. Un trait

vertical descend de N jusqu'au point N' de (OP).

DANS LE TRIANGLE OPM RECTANGLE EN P

——— OP . ——— MP
cos POM = OM sin POM = OM
EXEMPLE TRAITE

Dans la figure, on suppose que OP = 3 et M P = 4, I'unité étant O A. Calculer OM , puis donner
les coordonnées du point V.

L'hypoténuse — Le triangle O P M est rectangle en P : on applique le théoréme de Pythagore.
OM =+/32+42=+/25=5

Les coordonnées de N — L'abscisse de IV est le c6té adjacent sur I'hypoténuse, et son ordonnée est le
cOté opposé sur I'hypoténuse.

N34
55

—
Ce que cela veut dire — Le cosinus de I'angle PO M vaut donc trois cinquiémes, et son sinus vaut
quatre cinquiemes.

— 3 — 4
cosPOM:5 ; sinPOM:g

5. PROPRIETE

Angles supplémentaires
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CE QU'IL DIT
Ne5dhou M 3la le demi-cercle, elli ya3tina I'angle AOM égale alpha, w M prime houwa le symétrique
mte3ou par rapport a la droite OB. La symétrie t7afedh 3la les angles : donc I'angle AOM prime égale pi
moins alpha. W M prime 3andou nafs I'ordonnée mta3 M, w I'abscisse opposée. Men hna ntalla3ou zouz
formules : cosinus de pi moins x égale moins cosinus de x, w sinus de pi moins x égale sinus de x. Ya3ni
deux angles supplémentaires 3andhom nafs le sinus, w les cosinus opposés. Biha na7sbou mathalan
cosinus de cing pi sur six : houwa moins cosinus de pi sur six, ya3ni moins racine carrée de trois sur deux.
gclio le symétrique ga I'angle A O M égale alpha . w M prime lubsy (Al . le demi-cercle e M 935U
les angles : donc I'angle A O M prime égale pi moins e Wsl=i par rapport a la droite O B . la symétrie
formules : j9) g2lhni lias ;o . M . W I'abscisse opposée ¢glio I'ordonnée uai giic alpha . w M prime
deux sy . cosinus de pi moins x égale moins cosinus de x . w sinus de pi moins x égale sinus de x
cosinus de cing pi Wio guu=i lgw . le sinus . w les cosinus opposés uai s 3ic angles supplémentaires
. moins racine carrée de trois sur deux sy « MoOiNs cosinus de pi sur six g& : sur six
Prenons M sur le demi-cercle, avec l'angle A O M égal a alpha, et M prime son symétrique par rapport a la
droite O B. La symétrie conserve les angles : l'angle A O M prime égale donc pi moins alpha. Et M prime a
la méme ordonnée que M, et ['abscisse opposée. On en tire deux formules : cosinus de pi moins x égale
moins cosinus de x, et sinus de pi moins x égale sinus de x. Autrement dit, deux angles supplémentaires ont
le méme sinus et des cosinus opposés. On calcule ainsi, par exemple, cosinus de cing pi sur six : c'est moins

cosinus de pi sur six, c'est-a-dire moins racine carrée de trois sur deux.

Soit a un réel de l'intervalle [0, 7] et M le point du demi-cercle trigonométrique tel que AOM =
. On désigne par M’ le symétrique de M par rapport 2 la droite (OB).

La symétrie conserve les angles : A’/OM' = AOM = a, donc AOM' = w — a. Le point M’ est
le point du demi-cercle associé au réel m — .

Or M a pour coordonnées (cos a, sin a), et son symétrique M’ a la méme ordonnée et I'abscisse
opposée : M'(— cos a, sin a). On en déduit :

Pour tout réel  appartenant a [0, 7], on a cos(m — &) = — cos x et sin(m — z) = sin .

Deux angles supplémentaires ont donc le méme sinus et des cosinus opposés.
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M et M' ont la méme ordonnée et des abscisses opposées.

Le demi-cercle trigonométrique de centre O : A a droite, A" a gauche, B en
haut. Le point M est sur le demi-cercle, a droite : l'angle AOM vaut alpha. Le
point M' est son symétrique par rapport a la droite (OB) : il est a gauche, a la
méme hauteur que M, et l'angle A'OM' vaut aussi alpha. L'angle AOM' vaut

donc pi moins alpha.

COSINUS OPPOSES
cos(m —x) = —cosx

MEME SINUS
sin(m —z) =sinz

EXEMPLE TRAITE

. . 5T 27 37
Donner les valeurs exactes du cosinus et du sinus de 5 de 3 et de i

oT s
Cing pi sur six — On écrit — comme 71 moins 5 : le cosinus change de signe, le sinus reste le méme.
5 V3 G 57 _ 1
COS— = ——— — ==
6 2 6 2
. . "~ 7r . 7T
Deux pi sur trois — De méme, ? est T moins g
27 1 . 2r /3
COS— =—= ; Ssln— = —
3 2 3 2
. 3T .
Trois pi sur quatre — Enfin, e est 71 moins 1
3 V2 . 3r V2
coS— =—— ; sln— = —
4 2 4 2
A ne pas faire : sin(m — ) = —sinz — sin(7m — ) = sin z. Les points M et M prime sont & la méme

hauteur : ils ont la méme ordonnée. C'est le cosinus, I'abscisse, qui change de signe.

6. EXEMPLE
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Exemple : une somme de cosinus

CE QU'IL DIT

Ntabb9ou elli chofneh 3la somme. 3andna cosinus de pi sur huit, plus cosinus de trois pi sur huit, plus
cosinus de cing pi sur huit, plus cosinus de sept pi sur huit. 7atta we7ed fihom ma na3rfouch la valeur
mte3ou, ama ma yelzemnech. Chouf les angles : sept pi sur huit hiya pi moins pi sur huit, w cinq pi sur

huit hiya pi moins trois pi sur huit. W deux angles supplémentaires 3andhom les cosinus opposés : donc
koll zouz yetna77aw m3a b3adhhom. La somme égale zéro.

cosinus de pi sur huit « plus cosinus de trois pi sur huit . plus cosinus Laic . somme Je sl (I g8
Lo Lol « gclio la valeur Jigdyi Lo agud 35lg i . de cing pi sur huit . plus cosinus de sept pi sur huit
pi moins trois & pi moins pi sur huit . w cing pi sur huit . les angles : sept pi sur huit g . Giliojh
la. pguosy go gl jg) JS les cosinus opposés : donc aaaic pi sur huit . w deux angles supplémentaires
. somme égale zéro
Appliquons ce que nous venons de voir a une somme. On a cosinus de pi sur huit, plus cosinus de trois pi
sur huit, plus cosinus de cinqg pi sur huit, plus cosinus de sept pi sur huit. Nous ne connaissons la valeur
d'aucun d'eux, mais ce n'est pas nécessaire. Regarde les angles : sept pi sur huit, c'est pi moins pi sur huit,

et cinqg pi sur huit, c'est pi moins trois pi sur huit. Et deux angles supplémentaires ont des cosinus opposés :
les termes s'éliminent donc deux a deux. La somme égale zéro.

On veut calculer, sans utiliser la calculatrice,

T b 3 y 5% n T
= COS — COS — COS —.
oS3 3 8 8

Aucun de ces cosinus n'est une valeur remarquable. Mais les angles vont par paires de somme 7 :
T Iw 3m  bmw

Y = T et ra + ra = 7. Deux angles supplémentaires ont des cosinus opposés : chaque
paire donne 0.

DEUX ANGLES SUPPLEMENTAIRES
cos(m —x) +cosz =0

EXEMPLE TRAITE

. . s 37 5T (s
Calculer, sans utiliser la calculatrice, la somme cos 3 -+ cos 5 -+ cos ra -+ cos 3
. . ) , T .om o7 . 3w
Les paires — On repére les angles supplémentaires : — est ™ moins —, et — est ™ moins —.
8 )
(s T 5 3
COS— = —COS— ; COS— = —COS —
8 8 '’ 8 8
La somme — On remplace dans la somme : les termes s'éliminent deux a deux.
T i 3m 37 s 0
COS — + COS — — COS — — COS — =
8 8 8 8
T 3 5% ths
cos — +cos— +cos— +cos— =0
8 8 8 8
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7. PROPRIETE

Angles complémentaires

CE QU'IL DIT
Tawa les angles complémentaires, ya3ni elli la somme mte3hom pi sur deux. Ne5dhou alpha bin zéro w
pi sur deux, w zouz points 3la I'arc AB : M elli ya3tina I'angle AOM égale alpha, w N elli ya3tina I'angle
BON égale alpha. Donc I'angle AON égale pi sur deux moins alpha. Nhabbtou M 3la la droite OA, w N
3la la droite OB : nal9aw zouz triangles rectangles, 3andhom nafs I'hypoténuse w nafs I'angle, ya3ni kif
kif. Men hna : cosinus de pi sur deux moins x égale sinus de x, w sinus de pi sur deux moins x égale
cosinus de x. Ya3ni deux angles complémentaires yetbedlou le sinus w le cosinus.
zéro w pi sur s alpha iU . pi sur deux pgelio la somme Ml iy « les angles complémentaires |35
I'angle B O N liosy Ml I'angle A O M égale alpha « w N lidosy Ul I'arc A B : M (Je points jgj deux « w
la wJe la droite O A.w N de M gligi . égale alpha . donc I'angle A O N égale pi sur deux moins alpha
oo - S S sy« I'angle Guai I'hypoténuse w udi adaic . triangles rectangles jgj glali : droite O B
. cosinus de pi sur deux moins x égale sinus de x . w sinus de pi sur deux moins x égale cosinus de x : Lia
. le sinus w le cosinus gJoliy deux angles complémentaires iy
Passons aux angles complémentaires, ceux dont la somme vaut pi sur deux. On prend alpha entre zéro et
pi sur deux, et deux points de l'arc A B : M tel que l'angle A O M égale alpha, et N tel que l'angle BO N
égale alpha. L'angle A O N égale donc pi sur deux moins alpha. On projette M sur la droite O A, et N sur la
droite O B : on obtient deux triangles rectangles de méme hypoténuse et de méme angle, donc
superposables. On en déduit : cosinus de pi sur deux moins x égale sinus de x, et sinus de pi sur deux moins

x égale cosinus de x. Deux angles complémentaires échangent leur sinus et leur cosinus.

7-(- ~~
Soit @ un réel de l'intervalle [0, 5} , et M et N les points de I'arc AB du demi-cercle

—— N — T
trigonométrique tels que AOM = aet BON = a. Alors AON = 5 o

Soit M’ le projeté orthogonal de M sur (O A) et N’ le projeté orthogonal de N sur (OB). Les
triangles OM M’ et ON N’ sont rectangles, ont la méme hypoténuse OM = ON = 1 etle
méme angle a en O : ils sont superposables. Donc OM' = ON' et MM' = NN'.

OrOM' = cosa et MM' = sin «, tandis que ON' est I'ordonnée de N et NN’ son abscisse.
On en déduit :

s s . LT
Pour tout & appartenant a [0, 5] , On a cos (5 = a:) = sin et sin (5 — a:) = cos .

Deux angles complémentaires échangent leur sinus et leur cosinus.
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Les triangles OMM' et ONN' sont superposables.

Un quart de cercle de centre O et de rayon 1 : A est a droite de O, B au-
dessus de O. Le point M est sur l'arc, pres de A : 'angle AOM vaut alpha. Le
point N est sur l'arc, pres de B : l'angle BON vaut aussi alpha. Un trait
vertical descend de M jusqu'au point M' de (OA). Un trait horizontal va de N
Jjusqu'au point N' de (OB). Les triangles OMM' et ONN' sont superposables.

LE COSINUS DU COMPLEMENTAIRE

T ‘
cos 2 —x) =snx

LE SINUS DU COMPLEMENTAIRE

. 7T
S1n §—$ = COST

EXEMPLE TRAITE

. . s 37 .o . 3T
Calculer, sans utiliser la calculatrice, cos g + Ccos — — sin — — siln —.

8 8 8

s 3 s
Deux angles complémentaires — La somme de 3 et de — vaut ) : ces deux angles sont

8

complémentaires.
3@ wm w

8 2 8
Echanger sinus et cosinus — Le cosinus de I'un est le sinus de l'autre.
3T LT . 37 T
COS— =sIin— ; SIn— = COoS—
8 8 ’ 8 8
La somme — On remplace dans I'expression : tout s'élimine.
s . . ™
cos — +sin — —sin— —cos — =0
8 8 8 8
™ I 3T . . 3w 0
COS — COS — — SIn — — S1In — =
8 8 8 8
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. . T ™ . . .
A ne pas faire : cos (5 — a:) = — COS T — COS (5 — x) = sin x. Le signe moins vient des angles

supplémentaires, ceux dont la somme vaut pi. Pour deux angles complémentaires, dont la somme vaut pi sur

deux, le sinus et le cosinus s'échangent.

8. DEFINITION

Tangente et cotangente

CE QU’IL DIT

Ba3d le cosinus w le sinus, n3arrfou zouz rapports o5rin. La tangente mta3 alpha hiya sinus de alpha sur
cosinus de alpha. Ama rodd belek : lezem alpha différent de pi sur deux, 5ater cosinus de pi sur deux
égale zéro, w ma najjmouch na9smou 3la zéro. W la cotangente mta3 alpha hiya cosinus de alpha sur
sinus de alpha. Hna lezem alpha ykoun bin zéro w pi, w ma ysewich la zéro la pi, 5ater le sinus ghadi
zéro. W ki ez-zouz mawjoudin, la cotangente hiya l'inverse mta3 la tangente. Fi le triangle rectangle, la
tangente hiya le c6té opposé sur le c6té adjacent, w la cotangente bel3aks.

sinus de alpha sur cosinus & alpha glis la tangente . Q;,p'i rapports jgj ¢oj=i « le cosinus w le sinus asy
lo cosinus de pi sur deux égale zéro . w ,bls . alpha différent de pi sur deux 5V : ¢l 3, Lol . de alpha
23V lia . cosinus de alpha sur sinus de alpha & alpha glio zéro . w la cotangente (Je gouwdi jigeai
la . gud9>90 jopl &S zéro . w ssle le sinus ybls « pi N zéro V i gluy lo zérow pi« w w950 alpha
le coté opposé sur le w le triangle rectangle . la tangente o . la tangente glio I'inverse & cotangente
. ou8=JL coté adjacent « w la cotangente
Apres le cosinus et le sinus, définissons deux autres rapports. La tangente de alpha est sinus de alpha sur
cosinus de alpha. Mais attention : il faut que alpha soit différent de pi sur deux, car cosinus de pi sur deux
égale zéro, et on ne divise pas par zéro. Et la cotangente de alpha est cosinus de alpha sur sinus de alpha.
Ici, alpha doit étre strictement entre zéro et pi, car le sinus s'‘annule en zéro et en pi. Et quand les deux
existent, la cotangente est l'inverse de la tangente. Dans le triangle rectangle, la tangente est le coté
opposé sur le c6té adjacent, et la cotangente est l'inverse.

T
Soit a un réel appartenant a l'intervalle [0, 7] et tel que v # 5 On appelle tangente du réel

no
le réel noté tan ar et défini par tan o = . Soit a un réel appartenant a l'intervalle |0, /.
cos o
, , , e Cos
On appelle cotangente du réel v le réel noté cot o et défini par cot @ = — .
sin o

T ™
La tangente n'existe pas pour a = 5 car cos 5= 0. La cotangente n'existe ni pour o = 0 ni pour

o = T, car le sinus y est nul.

Quand les deux existent, la cotangente est I'inverse de la tangente. Dans un triangle rectangle, la
tangente d'un angle aigu est le cOté opposé sur le coté adjacent, et sa cotangente est le coté

adjacent sur le coté opposé.
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Un triangle de cOtés 5, 12 et 13.

Un triangle ABC rectangle en B : B est en bas a gauche, C en bas a droite et A
au-dessus de B. Le c6té AB mesure 5, le coté BC mesure 12 et le coté AC,
l'hypoténuse, mesure 13.

LA TANGENTE

sin o T
tana = a# —
COS &

LA COTANGENTE
CcCos @

cota = 0<a<m)

sin a

EXEMPLE TRAITE

Soit ABC un triangle tel que AB = 5, AC = 13 et BC = 12. a) Quelle est la nature de ce
triangle ? b) Déterminer la tangente et la cotangente de I'angle A, puis celles de I'angle C'. ¢) Donner
une valeur approchée a un degré pres de ces deux angles.

La nature du triangle — On compare le carré du plus grand coté a la somme des carrés des deux autres :
le triangle est rectangle en B.

AB? + BC? = 25 + 144 — 169 = AC?

L'angle A — Pour l'angle A, le coté opposé est BC' et le coté adjacent est AB. La cotangente est

I'inverse de la tangente.
-~ 12 ~ )
tanA=— ; cotAd=—
5 12

L'angle C — Pour I'angle 6, les roles s'échangent : le coté opposé est AB et le coté adjacent est BC.

_ 5 ~ 12
tanC = T cotC:E

Les mesures — La calculatrice, réglée en degrés, donne I'angle dont la tangente vaut douze cinquiémes.
L'autre angle aigu est son complémentaire.

A~o6r ; Cm23°

. T T
A ne pas faire : tan 3 =0—tan ) n'existe pas. Le cosinus de pi sur deux vaut zéro, et on ne divise pas par

zéro. C'est la cotangente de pi sur deux qui vaut zéro.
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oS &

sin o
—tana =

- . La tangente met le sinus en haut. Le cosinus en haut,
sin o Ccos &

A ne pas faire : tan o =

c'est la cotangente.

9. ACTIVITE

Pour comprendre : lire tangente et cotangente

CE QU’IL DIT

La tangente w la cotangente, najjmou na9rawhom 3la el figure. Nrasmou la tangente au demi-cercle fi A,
nsammiwha D, w la tangente fi B, nsammiwha D prime, w yet9at3ou fi I. Ne5dhou M 3la le demi-cercle,
elli ya3tina I'angle AOM égale alpha. La droite OM t9oss D fi point T, w t90ss D prime fi point T prime. B
le théoréme de Thalés nal9aw : tangente de alpha hiya la mesure algébrique AT, w cotangente de alpha
hiya la mesure algébrique BT prime. Ya3ni la tangente na9rawha 3la la droite D, w la cotangente 3la la
droite D prime. W hakka tefhem 3lech alpha différent de pi sur deux : wa9tha la droite OM paralléle a D,

w ma t9osshech.

« A 9 la tangente au demi-cercle gouuyi . figure JI e adgl)di go3i « la tangente w la cotangente
ol le demi-cercle e M izl . | (o geblaiy D prime « w .y guoui « B o D« w la tangente & g Lo
.point T prime s D prime jadi point T« w o D joail'angle A O M égale alpha . la droite O M liuhsy
la mesure algébrique A T . w cotangente de alpha & tangente de alpha : glali le théoreme de Thales
la e la droite D . w la cotangente e laglyai la tangente iy . la mesure algébrique B T prime ¢
Lo la droite O M paralléle a D . w lgisg : alpha différent de pi sur deux ulc ogai K& droite D prime . w
La tangente et la cotangente peuvent se lire sur la figure. On trace la tangente au demi-cercle en A, qu'on
appelle D, et la tangente en B, qu'on appelle D prime : elles se coupent en I. On prend M sur le demi-cercle,
avec l'angle A O M égal a alpha. La droite O M coupe D en un point T, et coupe D prime en un point T
prime. Avec le théoréme de Thalés, on trouve : tangente de alpha est la mesure algébrique A T, et
cotangente de alpha est la mesure algébrique B T prime. La tangente se lit donc sur la droite D, et la
cotangente sur la droite D prime. Et ['on comprend pourquoi alpha doit étre différent de pi sur deux : la

droite O M est alors parallele a D, et ne la coupe pas.

Soit (O, OZ, Oﬁ) un repére orthonormé du plan et € le demi-cercle trigonométrique. On désigne
par D et D' les tangentes 8 € en A et en B, et par I leur point d'intersection. On munit la droite

D du repére (A4, ﬂ) et la droite D’ du repére (B,ﬁ).

™ S
Soit « un réel de l'intervalle |0, 7| tel que o # 57 et M le point de € tel que AOM = a. On

note P et Q les projetés orthogonaux de M sur (OA) et sur (OB) :cosa = OP etsina =
0Q.

La droite (OM) coupe D en un point T'. Les droites (PM) et (AT') sont paralléles : d'aprés le

AT OA —
théoréme de Thalés dans le triangle OAT, — = =—, donc AT =
PM  OP cos

sin o
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—  cosa
De méme, la droite (O M) coupe D’ en un point T, et BT' =

sina

La tangente se lit donc sur la droite D, et la cotangente sur la droite D'.

D
B T
D' *
I /
1
[ T
1
1
1
1
1
1 o
A' o) A

tan a se lit sur D, cot a se lit sur D"

Le demi-cercle trigonométrique de centre O : A a droite, A" a gauche, B en
haut. La droite D est la tangente au demi-cercle en A : elle est verticale. La
droite D' est la tangente en B : elle est horizontale. Elles se coupent au point |,
de coordonnées 1 et 1. Un point M est sur le demi-cercle, avec un angle AOM
aigu noté alpha. La droite (OM) coupe D au point T, entre A et |, et coupe D'
au point T', a droite de |.

SUR LA TANGENTE EN A

tana = AT

SUR LA TANGENTE EN B

cota = BT’

EXEMPLE TRAITE

s s
Avec les notations de la figure, ou se trouvent les points 7" et 7" lorsque o = 1 ? Et lorsque @ = 3

?

™
Pi sur quatre — La tangente et la cotangente de 1 valent 1 : les points T" et T" sont tous les deux en 1.

tanzzﬂzl ; cotI: I=1
4 4

: : m . 3
Pi sur trois — La tangente de 3 vaut v/3 : le point 1" est au-dessus de I. La cotangente vaut 3 e
point T" est entre B et I.

T(1,v3) ; T ?,1

A ne pas faire : Pour un angle obtus, le point T est au-dessus de A — Pour un angle obtus, le point T" est en
dessous de A. La tangente d'un angle obtus est négative : le sinus est positif et le cosinus négatif. La droite
(OM), prolongée, coupe D sous le point A.
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10. PROPRIETE

Lignes trigonométriques des angles remarquables

CE QU'IL DIT

Hedha ej-jadwel elli lezmek ta7fdhou. Cosinus de zéro égale un w sinus de zéro égale zéro. L pi sur six :
le sinus un demi, w le cosinus racine carrée de trois sur deux. L pi sur quatre : ez-zouz racine carrée de
deux sur deux. L pi sur trois, le sinus w le cosinus yetbedlou : le sinus racine carrée de trois sur deux, w le
cosinus un demi. W | pi sur deux : le sinus un w le cosinus zéro. L les angles obtus, t3adda b le
supplémentaire : nafs le sinus, w le cosinus opposé. W rodd belek ki ta9ra ej-jadwel bel ma9loub :

cosinus ya3tik réel we7ed bin zéro w pi, ama sinus ya3tik zouz, supplémentaires.

pi sur six : le sinus J . cosinus de zéro égale un w sinus de zéro égale zéro . glaaxi clojV (I Jgazdl 13
racine carrée de deux sur jgil : pi sur quatre J . un demi . w le cosinus racine carrée de trois sur deux

le sinus racine carrée de trois sur deux . w le cosinus un : ¢J3Li pi sur trois « le sinus w le cosinus J . deux
oudj : le supplémentaire 5 sisi . les angles obtus J . pi sur deux : le sinus un w le cosinus zéro J demi . w
«Zéro w pi ju a>lg réel cdnsy cosinus @ wglaall Jgaxdl hai S ¢lb 3 le sinus . w le cosinus opposé . w

. supplémentaires . jqj cldnsy sinus Lol
Voici le tableau a connaitre par coeur. Cosinus de zéro égale un et sinus de zéro égale zéro. Pour pi sur six :
le sinus vaut un demi, et le cosinus racine carrée de trois sur deux. Pour pi sur quatre : les deux valent
racine carrée de deux sur deux. Pour pi sur trois, le sinus et le cosinus s'échangent : le sinus vaut racine
carrée de trois sur deux, et le cosinus un demi. Et pour pi sur deux : le sinus vaut un et le cosinus zéro. Pour
les angles obtus, passe par le supplémentaire : méme sinus, cosinus opposé. Et attention quand tu lis le
tableau a l'envers : un cosinus donne un seul réel entre zéro et pi, alors qu'un sinus en donne deux,

supplémentaires.

Les angles supplémentaires et les valeurs lues sur le demi-cercle compléetent le tableau de I'année

derniéere :
 AERERL A | % -
“ 6 4 3 2 "
sin 0 1 Q ﬁ 1 0
2 2 2
COs 1 é Q { 0 -1
2 2 2
tan « 0 ? 1 V3  nexiste pas 0
cot @  n'existe pas \/§ 1 ﬁ 0 n'existe pas
3 v
m 3w om , . . : : .
Pour les angles obtus ERS et e on passe par le supplémentaire : méme sinus, cosinus oppose.

Ce tableau se lit aussi a I'envers, pour retrouver un réel  de I'intervalle [0, 7] & partir de son cosinus
ou de son sinus. Un cosinus donne un seul réel ; un sinus strictement compris entre 0 et 1 en donne
deux, supplémentaires.
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n/6 ET /3

T LT \/§
COS — = Sln — = —

6 3 2
n/4

T LT \fZ
CoOS — = Sin — = —

4 4 2
M/3 ET M/6

73 . 1
CosS — = sin — = —

3 6 2

EXEMPLE TRAITE

Soit z un réel de l'intervalle fermé [0, r|. Déterminer & dans chacun des cas suivants. a) cos =

3 3
——.b)sinz = —. ¢) Le carré de cos x vaut —.
2 2 4

T
Un cosinus négatif — Le cosinus est négatif : I'angle est obtus. Comme le cosinus de — vaut un demi,

s
on prend le supplémentaire de —.

T 27
T=T— — = —
3 3
. . . Ve . 7T . Ve .
Un sinus — Deux points du demi-cercle ont cette ordonnée : celui de g et celui de son supplémentaire.
s 27
rT=_- ou T=—_
3 3

T
Un carré — Le cosinus vaut racine de trois sur deux, ou bien son opposé : on trouve —, ou bien son

supplémentaire.

s o
rT=—= ou xx=—
6 6
N . . , . 3 T T 27
A ne pas faire : Dans l'intervalle fermé [0, 7], sinz = EN donne seulementz = — —x = g ouT=—+"

Deux angles supplémentaires ont le méme sinus. Il faut toujours penser au deuxieéme point du demi-cercle,
celui qui a la méme ordonnée.

11. THEOREME

Relations fondamentales

CE QU’IL DIT

Hedhi ahamm formule fi el chapitre. M 3la le demi-cercle, w OM égale un. W fi repere orthonormé, OM
au carré hiya l'abscisse au carré plus I'ordonnée au carré. Donc : cosinus de x au carré, plus sinus de x au
carré, égale un. W nektbouha : cosinus carré de x, plus sinus carré de x, égale un. Ki na9smou 3la le carré

du cosinus, nal9aw : un plus le carré de la tangente, égale un sur le carré du cosinus, w hedhi lezemha x
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différent de pi sur deux. W ki na9smou 3la le carré du sinus, nal9aw : un plus le carré de la cotangente,
égale un sur le carré du sinus. B les relations hedhom, ki ta3ref rapport we7ed, tnajjem te7seb el be9i.

repére orthonormeé . O s le demi-cercle . w O M égale un . w Jc chapitre . M JI (s formule ;“mi Sia
I'abscisse au carré plus I'ordonnée au carré . donc : cosinus de x au carré . plus sinus de x (& M au carré
le ye goundi S . cosinus carré de x . plus sinus carré de x . égale un : & guiSi au carré . égale un .. w

X lgojV i un plus le carré de la tangente . égale un sur le carré du cosinus . w : glali . carré du cosinus
un plus le carré de la cotangente . : glali « le carré du sinus e goudi S différent de pi sur deux . w

c oWl Cuuxi p32d5 « a>lg rapport woyei S ¢ e les relations 5 . égale un sur le carré du sinus

Voici la formule la plus importante du chapitre. M est sur le demi-cercle, et O M égale un. Or, dans un
repere orthonormé, O M au carré est ['abscisse au carré plus l'ordonnée au carré. Donc : cosinus de x au
carré, plus sinus de x au carré, égale un. On ['écrit : cosinus carré de x, plus sinus carré de x, égale un. En
divisant par le carré du cosinus, on obtient : un plus le carré de la tangente, égale un sur le carré du
cosinus, a condition que x soit différent de pi sur deux. Et en divisant par le carré du sinus, on obtient : un
plus le carré de la cotangente, égale un sur le carré du sinus. Avec ces relations, des que tu connais un

rapport, tu peux calculer les autres.

Pour tout réel = appartenant a [0, 7], on a cos® z + sin? z = 1. Pour tout réel = appartenant

1
——. Pour tout réel x appartenant a |0, 7|, on

™
3[0, m] telquex # —,onal+tan?z =
2 cos” T

1
a1+c0t23:: 5 -
sin r

2

Une convention d'écriture. On écrit cos® z, sin® z, tan? z et cot? z au lieu de (cos z)?, (sin )2,

(tanz)? et (cot z)%.

Ces relations lient les quatre rapports d'un méme réel : dés qu'on en connait un, on peut calculer les

autres.

POUR X DANS [0, M]
cos’z +sin’z =1

POUR X # /2

1 + tan2 r = 5.
COS“ &
POUR X DANS 10, M[
1
1+ COJC2 = "5
si” x

DEMONSTRATION

Soit M le point du demi-cercle trigonométrique associé a  : M (cos x,sinx) et OM = 1. Le repére est

. LY . . 7r . .
orthonormé, donc OM? = (cos )2 + (sinz)? : c'est la premiére relation. Si  # 50N divise ses deux
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sin®

membres par cos> x, quin‘est pasnul: 1+ 5 = 5, cest la deuxiéme. Si z est dans |0, 7|, on
, cos‘w  cos*z
divise par sin? T, qui n'est pas nul : 5 +1=— 5—, cest la troisieme.
sin” x sin” x

EXEMPLE TRAITE

: . : @ : 3 :
Soit x un réel compris entre 5 et T tel que sinx = 5 Calculer cos x, puis la tangente et la
cotangente de x.

Le carré du cosinus — D'aprés la premiére relation fondamentale, le carré du cosinus vaut un moins le
carré du sinus.

cos?x =1— 9 = 16
25 25
Le signe — Le réel x est entre g et 7 : I'angle est obtus, son cosinus est négatif.
4
CoOST = 5

La tangente et la cotangente — On divise le sinus par le cosinus pour avoir la tangente, puis on prend
son inverse pour avoir la cotangente.

tanz = —— ; cotx=—
TET T 3

AUTRE EXEMPLE 1 — POUR « UN AUTRE EXEMPLE »
Montrer que, pour tout réel z de I'intervalle fermé [0, 7], (cos z + sinz)? = 1 + 2cos X sin .
Warri elli, | koll réel x bin zéro w pi : la parenthése cosinus de x plus sinus de x, au carré, égale un plus
deux cosinus de x fois sinus de x.
zéro w pi : la parenthése cosinus de x plus sinus de x . au carré . égale un plus g réel x JsJ . (I s34

. deux cosinus de x fois sinus de x

Développer — On développe le carré de la somme avec l'identité remarquable.
(cosz + sinz)? = (cosz)? + 2cosx X sinz + (sin z)?
Na3mlou le développement mta3 le carré de la somme, b I'identité remarquable.

. l'identité remarquable 5 . le carré de la somme glic le développement glosi
La relation fondamentale — On regroupe le carré du cosinus et le carré du sinus : leur somme vaut un.
(cosz)? + (sinz)? =1
Njam3ou le carré du cosinus w le carré du sinus : la somme mte3hom égale un.

. égale un pgclio le carré du cosinus w le carré du sinus : la somme gsoxi
Conclure — Il reste un, plus le double produit : c'est I'égalité demandée.
(cosx +sinz)®> =1+ 2cosz x sinz
Yeb9a un, plus le double produit : hedhi I'égalité elli talbouha.
gl Ml I'égalité sia : un . plus le double produit ay

. 4 4 4
A ne pas faire : sinx = 5 donne toujours cos ¢ = 5 CoST = 5 si ¢ est aigu, cos T = 5 si x est

obtus. La relation fondamentale ne donne que le carré du cosinus. Pour choisir le signe, il faut savoir si I'angle

est aigu ou obtus.
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A ne pas faire : cos? x = cos(z?) — cos? z = (cos x)?. C'est une convention d'écriture : on calcule d'abord

le cosinus, puis on éléve le résultat au carré.

12. METHODE

D'un rapport aux trois autres

CE QU'IL DIT
Ki ta3ref rapport we7ed, kifech tal9a el be9i ? Trois étapes. Tabda te5tar la relation fondamentale elli fiha
le rapport elli ta3rfou : ta3tik le carré mta3 rapport e5er. Ba3d, le signe : bin zéro w pi, le sinus dima
positif. W le cosinus, la tangente w la cotangente 3andhom nafs le signe : positif ki I'angle aigu, w
négatif ki I'angle obtus. W fel e5er, tkammel b la définition : le sinus égale la tangente fois le cosinus,
walla le cosinus égale la cotangente fois le sinus.
le lguo Ml la relation fondamentale lizi [y . trois étapes § (Wl wali jiulasS « aslg rapport woysi S
positif . w Loy> zéro w pi . le sinus o : le signe . sy . y31 rapport glio le carré clnsi : g6,=i I rapport
S l'angle aigu . w négatif S le signe : positif juai eaic le cosinus « la tangente w la cotangente
le cosinus Yg . la définition : le sinus égale la tangente fois le cosinus 5 JaSi . ;5 6 I'angle obtus . w
. égale la cotangente fois le sinus
Quand tu connais un seul rapport, comment trouver les autres ? En trois étapes. D'abord, tu choisis la
relation fondamentale qui contient le rapport connu : elle te donne le carré d'un autre rapport. Ensuite, le
signe : entre zéro et pi, le sinus est toujours positif. Et le cosinus, la tangente et la cotangente ont le méme
signe : positif quand l'angle est aigu, négatif quand il est obtus. Enfin, tu termines avec la définition : le

sinus égale la tangente fois le cosinus, ou bien le cosinus égale la cotangente fois le sinus.

Quand on connait un seul des quatre nombres cos x, sin z, tan x et cot x, les relations

fondamentales donnent les trois autres.

1. On choisit la relation qui contient le rapport connu : elle donne le carré d'un autre rapport.

2. On choisit le signe. Sur [0, 7], le sinus est toujours positif. Le cosinus, la tangente et la
cotangente ont le méme signe : positif si I'angle est aigu, négatif s'il est obtus.

3 ' sin
* On termine avec tan x =

, écrit au besoin sinxz = tan x X cos x, ou avec cos T =
COS T

cot x X sin x.

AVEC LA TANGENTE
sSinx = tanx X cosx

AVEC LA COTANGENTE
cosxr =cotx Xsinx

EXEMPLE TRAITE
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a) Calculer cos a et sin a sachant que tan @ = 10. b) Calculer sin a et cos a sachant que la
cotangente de a vaut —2.

Avec la tangente — Un plus le carré de la tangente est I'inverse du carré du cosinus.

1
5 =1+10% =101
cos? a

Le signe du cosinus — La tangente est positive : I'angle est aigu, et son cosinus est positif.

1 v101

CoOS & = =

101 101

Le sinus — Le sinus est le produit de la tangente par le cosinus.

v/101 104101

sina = 10 X —
101 101
Avec la cotangente — Un plus le carré de la cotangente est I'inverse du carré du sinus. On garde la
valeur positive, car un sinus est toujours positif ici.
V5

1 3 .
—— =1+(-2)’=5 = sina =
sin® a

Le cosinus — Le cosinus est le produit de la cotangente par le sinus. Il est négatif : I'angle est obtus.

cosa=—2 X — =
5 5

v101 104101

etsinaa = ——. Un
101

sinus ne dépasse jamais un. La tangente est seulement le quotient du sinus par le cosinus : il faut la relation

A ne pas faire : tana = 10 donne sinax = 10 etcosa = 1 —cosa =

fondamentale pour les séparer.

13. PROPRIETE

Tangente et cotangente : angles complémentaires et supplémentaires

CE QU'IL DIT

Chnowa ysir | la tangente w la cotangente m3a les angles complémentaires w les angles
supplémentaires ? Narj3ou | la définition. L les angles complémentaires, le sinus w le cosinus yetbedlou :
donc la tangente de pi sur deux moins x hiya la cotangente de x, w la cotangente de pi sur deux moins x
hiya la tangente de x. W | les angles supplémentaires, le sinus yo93ed kif ma houwa w le cosinus ybaddel
le signe : donc tangente de pi moins x égale moins tangente de x, w la cotangente kif kif, tbaddel le
signe. Mathalan tangente de trois pi sur quatre égale moins tangente de pi sur quatre, ya3ni moins un.

¢ les angles complémentaires w les angles supplémentaires go la tangente w la cotangente J juoy 83iib
donc la tangente de pi : ¢Jali les angles complémentaires . le sinus w le cosinus J . la définition J g=>)i
la tangente de x . & la cotangente de x . w la cotangente de pi sur deux moins x & sur deux moins x
le signe : donc tangente de pi J3w w le cosinus g& Lo oS 1=y les angles supplémentaires . le sinus J w
tangente de trois pi Lo . le signe J3w . «axS cayS moins x égale moins tangente de x . w la cotangente
. moins un sy . sur quatre égale moins tangente de pi sur quatre

Que deviennent la tangente et la cotangente avec les angles complémentaires et les angles

supplémentaires ? Revenons a la définition. Pour les angles complémentaires, le sinus et le cosinus
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s'échangent : la tangente de pi sur deux moins x est donc la cotangente de x, et la cotangente de pi sur
deux moins x est la tangente de x. Et pour les angles supplémentaires, le sinus ne change pas et le cosinus
change de signe : donc tangente de pi moins x égale moins tangente de x, et la cotangente change de signe

de la méme facon. Par exemple, tangente de trois pi sur quatre égale moins tangente de pi sur quatre,
c'est-a-dire moins un.

Angles complémentaires.

s ™
Pour tout & appartenant a } 0, —} ,on atan (— — a:) = cot x. Pour tout T appartenant a

0, = t(Z — ¢
[,5[,onac0 (E—w)— anz.

Angles supplémentaires.

0y
Pour tout réel = appartenant a [0, 7] tel que = # 5,ona tan(m — ) = — tan z. Pour tout

réel z appartenant a |0, [, on a cot(m — =) = — cot .

Deux angles complémentaires échangent leur tangente et leur cotangente ; deux angles
supplémentaires ont des tangentes opposées et des cotangentes opposees.

ANGLES COMPLEMENTAIRES

tan(g—m>:cotx ; cot(g—w):tanw

ANGLES SUPPLEMENTAIRES
tan(m —x) = —tanx ; cot(m —x) = —cotx

DEMONSTRATION

- @ ) . s sin (3 —x) cosz
On revient a la définition. Pour les angles complémentaires:tan ( — —z ) = (ﬂ
Z—x
2

2 cos (T — ) sinx
, , sin(m — z) sin
cot x. Pour les angles supplémentaires : tan(m — ) = = = —tan . Les deux
cos(m—z) —cosz

formules sur la cotangente s'obtiennent de la méme facon.

EXEMPLE TRAITE

27 3T om .
a) Donner les valeurs exactes de la tangente de —, de — et de —. b) Calculer, sans utiliser la

7w 27 3w 4w bw 6w
— et —.

(O AR AR R 7
Les trois valeurs — Chacun de ces angles est le supplémentaire d'un angle remarquable : sa tangente est
I'opposé de celle de I'angle remarquable.

tan%r:—\/g 3 ta,n?ZTTr:—]_ ; ta,n5_ﬂ-:_£

calculatrice, la somme des tangentes de
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) 67 ) , T 5T 2 Aw
Les paires de la somme — Dans la somme, - est le supplémentaire de A est celui de - et

7
37
est celui de -
t67rt7rt57rt27rt47rt37r
an— =—tan— ; tan— =—tan— ; tan— = —tan—
7 7 7 7 7 7
La somme — Les six tangentes s'éliminent deux a deux : la somme est nulle.
" 71'_{_t 271'+t 37r+t 47T+t 57T—|—t 6 0
an — an — + tan — + tan — an — an — =
7 7 7 7 7 7
A ne pas faire : tan(m — z) = tanz — tan(m — ) = — tan . En passant au supplémentaire, le sinus ne

change pas mais le cosinus change de signe : leur quotient change donc de signe.

14. APPLICATION

Un probleme pour aller plus loin : cosinus de /8

CE QU'IL DIT
Pi sur huit mouch angle remarquable, ama najjmou nal9aw les valeurs exactes mte3ou. Nrasmou triangle
ABC rectangle en A, fih BC égale huit, w I'angle B égale pi sur huit. Ne5dhou O le milieu mta3 BC, w H le
pied de la hauteur issue de A. Fi triangle rectangle, le milieu de I'hypoténuse b3id kif kif 3la les trois
sommets : donc OA égale OB égale quatre. Le triangle OAB isocéle, donc I'angle AOB égale trois pi sur
quatre, w I'angle AOH houwa le supplémentaire mte3ou : pi sur quatre. Ya3ni le triangle AOH rectangle
w isocele, w mennou na7sbou OH w AH. W ba3d, fi le triangle ABH, na9raw cosinus, sinus w tangente de

pi sur huit.

triangle A B C gouwyi . gelio les valeurs exactes glali goi Lol . angle remarquable Juge pisur huit

B C.wH le pied glio O le milieu gisU . B C égale huit . w I'angle B égale pi sur huit ws . rectangle en A
les trois e caxS «aiS ausy triangle rectangle . le milieu de I'hypoténuse s . de la hauteur issue de A
sommets : donc O A égale O B égale quatre . le triangle O A B isocele . donc I'angle A O B égale trois pi
le triangle A O H rectangle sy . pi sur quatre : gclio le supplémentaire g& sur quatre . w I'angle AO H
cosinus . sinus w tangente de pi gl)di . le triangle ABH 6 « 320 OHW A H . W guuxi gio W isocele « w

. sur huit

Pi sur huit n'est pas un angle remarquable, mais on peut en trouver les valeurs exactes. On trace un
triangle A B C rectangle en A, avec B C égal a huit et l'angle B égal a pi sur huit. On prend O, le milieu de
B C, et H, le pied de la hauteur issue de A. Dans un triangle rectangle, le milieu de ['hypoténuse est a égale
distance des trois sommets : donc O A égale O B égale quatre. Le triangle O A B est isocele, donc ['angle A
O B égale trois pi sur quatre, et l'angle A O H est son supplémentaire : pi sur quatre. Le triangle A O H est
donc rectangle et isocéle, et il donne O H et A H. Ensuite, dans le triangle A B H, on lit cosinus, sinus et

tangente de pi sur huit.

™
L'angle 3 n'est pas un angle remarquable. On peut pourtant trouver les valeurs exactes de son

. . . ~ 7-‘-
cosinus, de son sinus et de sa tangente, en faisant apparaitre son double, 1
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~
On construit un triangle ABC rectangle en A tel que BC = 8 et B = g Soit H le pied de la
hauteur issue de A et O le milieu de [BC.

Dans un triangle rectangle, le milieu de I'hypoténuse est a égale distance des trois sommets: OA =

OB = OC = 4. Le triangle OAB est donc isocéle en O : OAB = OBA = g, et AOB =

s T —_— T
™ — 1 = T L'angle AOH est son supplémentaire : il mesure 1

: T T T o o
Le triangle AO H a donc pour angles 13 et 1 - il est rectangle et isocele en H. C'est lui qui

donne les longueurs.

3
Une fois ces valeurs trouvées, les angles complémentaires donnent celles de e et les angles

_ (s
supplémentaires celles de e

Le triangle AOH est rectangle et isocéle.

Un triangle ABC rectangle en A, posé sur son hypoténuse [BC] : B est a
gauche, C a droite, et A est au-dessus, pres de C. L'angle en B, tres aigu,
mesure pi sur 8. Le point O est le milieu de [BC]. Le point H est le pied de la
hauteur issue de A : il est sur [BC], entre O et C. Le segment [OA] est tracé : le
triangle AOH est rectangle et isocéle en H.

LE COSINUS

T 2442
8T T
LE SINUS
. w 2—+/2
YT T

LA TANGENTE

tan%:\/i—l

EXEMPLE TRAITE
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Dans la figure, le triangle ABC' est rectangle en A, BC' = 8 et I'angle B mesure & Le point H est
le pied de la hauteur issue de A et O est le milieu de [BC. a) Calculer OH et AH. b) Calculer BH,

s
puis AB. c) En déduire les valeurs exactes du cosinus, du sinus et de la tangente de g

OH et AH — Le triangle AO H est rectangle et isocéle en H, et son hypoténuse O A mesure 4 : chaque
s
coté de I'angle droit vaut 4 fois le cosinus de 1

OH = AH = 4 x g — 242
BH — Le point O est entre B et H : on ajoute les deux longueurs.
BH =BO+OH =4+22

AB — Le triangle ABH est rectangle en H : on applique le théoréme de Pythagore, puis on met 16 en
facteur.

AB? = (4 +22)2 + (2/2)2 =32+ 161/2 =16 (2 + v/2)
On prend la racine carrée.
AB=4V2++2
Le cosinus — Dans le triangle ABH, le cosinus de I'angle Best BH sur AB. On simplifie par 2, puis
par /2 + v/2.
T 4+2V2 2442 V2442
BT etz a2ivz | 2
La tangente — La tangente de I'angle B est AH sur BH. On simplifie par 2, puis on multiplie en haut
et en bas par 2 — /2.

™ 2\/§ \/E :\/5_1
2

tan —

8 4+2/2 2+

Le sinus — D'apres la premiére relation fondamentale, le carré du sinus vaut un moins le carré du
cosinus, et ce sinus est positif.

27T 2+\/§_2_\/§

sin g =1 1 1
2 — /2
COSE:L\/_ ; Sinzzz—\/_ ; tanz:ﬂ_l
8 2 8 2 8
15. ACTIVITE

Pour comprendre : la hauteur

CE QU'IL DIT
Ne5dhou triangle ABC rectangle en A, w H le pied de la hauteur issue de A. L'angle B w I'angle CAH, ez-
zouz complémentaires mta3 I'angle C : donc houma kif kif. Tawa nektbou la tangente mta3 I'angle hedha
fi zouz triangles rectangles. Fi le triangle AHB, tangente de 'angle B égale AH sur HB. W fi le triangle
AHC, tangente de I'angle CAH égale HC sur AH. Ez-zouz quotients kif kif, donc : AH au carré égale HB
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fois HC. Ya3ni le carré de la hauteur houwa le produit mta3 ez-zouz segments elli t9osshom 3la

I'hypoténuse.

394! « triangle A B C rectangle en A . w H le pied de la hauteur issue de A . I'angle B w I'angle C A H gisU
39) wo 1da I'angle glio la tangente guisi 155 . wauS cauS loga I'angle C: donc glic complémentaires
le triangle A H s le triangle A H B . tangente de I'angle B égale A H sur H B . w s . triangles rectangles
donc: A H au carré égale H B . wauS «auS quotients jg3Jl . C . tangente de I'angle C A H égale H C sur A H
. I'hypoténuse (Je ogindi I segments jg3l glio le produit g le carré de la hauteur sy . fois H C
Prenons un triangle A B C rectangle en A, et H le pied de la hauteur issue de A. L'angle B et l'angle CA H
sont tous les deux complémentaires de ['angle C : ils sont donc égaux. Ecrivons la tangente de cet angle
dans deux triangles rectangles. Dans le triangle A H B, tangente de l'angle B égale A H sur H B. Et dans le
triangle A H C, tangente de ['angle C A H égale H C sur A H. Les deux quotients sont égaux, donc: A H au
carré égale H B fois H C. Autrement dit, le carré de la hauteur est le produit des deux segments qu'elle

découpe sur ['hypoténuse.

Soit ABC' un triangle rectangle en A et H le pied de la hauteur issue de A.

Dans le triangle ABC, I'angle B est le complémentaire de I'angle C'. Dans le triangle AHC,
rectangle en H, I'angle C AH est lui aussi le complémentaire de I'angle C'. Donc B = CAH.

On écrit alors la tangente de ce méme angle dans deux triangles rectangles :

. ~ AH
dans le triangle AHB :tan B = —— ;
ans le triangle an B
° o HC
dans le triangle AHC :tan CAH = A
AH HC
Les d tient t é . —— = ——,douAH? = HB x HC.
es deux quotients sont égaux eerm = — 2 d'ol X
A
|
|
|
|
|
|
|
|
B H C

L'angle B et I'angle CAH sont égaux.

Un triangle ABC rectangle en A, posé sur son hypoténuse [BC] : B est a
gauche, C a droite, A au-dessus. Le point H est le pied de la hauteur issue de
A il est sur [BC], plus pres de B que de C. L'angle en B et l'angle CAH portent
la méme marque : ils sont égaux.

DEUX ANGLES EGAUX
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B=CAH

LA HAUTEUR

AH? = HB x HC

EXEMPLE TRAITE

Dans un triangle ABC rectangle en A, le pied H de la hauteur issue de A vérifie HB = 3 et
HC = 12. Calculer AH, puis la tangente de I'angle B.

Le carré de la hauteur — Le carré de la hauteur est le produit des deux segments qu'elle découpe sur
I'hypoténuse.

AH?=HB x HC =3 x 12 = 36

La hauteur — Une longueur est positive : on prend la racine carrée.

AH =6
La tangente — Dans le triangle AH B, rectangle en H, la tangente de I'angle Best AH sur HB.
= 6
tanB = — =2
3

AH =6 ; tanB=2

A ne pas faire: AH = HB x HC — AH? = HB x HC. Cest le carré de la hauteur qui est égal au

produit. Avec trois et douze, la hauteur vaut six, et non trente-six.

16. METHODE

Construire un angle

CE QU'IL DIT

Ki ta3ref rapport we7ed mta3 angle, tnajjem tarsmou. B le cosinus : 3la le demi-cercle trigonométrique,
t7ott le point elli I'abscisse mte3ou hiya le cosinus, totla3 3amoudi, w tal9a point we7ed 3la le demi-
cercle. W ken le cosinus négatif, I'angle obtus. B le sinus : t7ott I'ordonnée 3la la droite OB, w tarsem
paralléle a la droite OA. Rodd belek, hna tal9a zouz points : we7ed ya3tik angle aigu, w le5er I'angle
obtus, le supplémentaire mte3ou. W b la tangente : tarsem triangle rectangle, le c6té opposé houwa le

numérateur, w le coté adjacent houwa le dénominateur.

le b=y . le demi-cercle trigonométrique Je : le cosinus 1 . gouwyi o35 « angle glio 1519 rapport wysi S
le ,IS le demi-cercle . w (de a>lg point (ali w . $sdgec gllai . le cosinus (& gelis I'abscisse Ul point
paralléle a la droite o) la droite O B . w e I'ordonnée =i : le sinus 5 . cosinus négatif . I'angle obtus
. 9clio I'angle obtus . le supplémentaire ,5Vl angle aigu . w clibsy 35lg : points jgj wali lia « UL 3, . O A
le 9o le numérateur . w le cOté adjacent ga triangle rectangle . le c6té opposé cuw,i : la tangente 5 w

. dénominateur

Quand tu connais un seul rapport d'un angle, tu peux le construire. Avec le cosinus : sur le demi-cercle
trigonométrique, tu places le point dont 'abscisse est ce cosinus, tu montes a la verticale, et tu trouves un

seul point du demi-cercle. Et si le cosinus est négatif, l'angle est obtus. Avec le sinus : tu places l'ordonnée
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sur la droite O B, et tu traces la parallele a la droite O A. Attention, tu trouves ici deux points : ['un donne
un angle aigu, l'autre ['angle obtus, son supplémentaire. Et avec la tangente : tu traces un triangle
rectangle, le coté opposé est le numérateur, et le coté adjacent est le dénominateur.

Connaitre un seul rapport trigonomeétrique d'un angle suffit pour le construire.

* Avec le cosinus. Sur le demi-cercle trigonométrique, on place le point P du diamétre [A’A|
d'abscisse cos a. La perpendiculaire & (O A) passant par P coupe le demi-cercle en un seul
point M, et AOM = . Si le cosinus est négatif, I'angle est obtus.

* Avec le sinus. On place le point @ du segment [OB] d'ordonnée sin . La paralléle a (OA)
passant par () coupe le demi-cercle en deux points : I'un donne un angle aigu, I'autre I'angle
obtus supplémentaire (sauf si le sinus vaut 1 : il n'y a alors qu'un seul point, B). Il faut donc

savoir lequel on veut.

Avec la tangente. Si tan o = P avec p et q positifs, on construit un triangle rectangle dont les
q

cOtés de I'angle droit mesurent p et g : & est I'angle opposé au coté de longueur p. Si la
tangente est négative, on construit I'angle de tangente opposée, puis on prend son

supplémentaire.

4
On peut aussi construire directement un triangle rectangle : pour cos o = 5 un coté de l'angle

droit de longueur 4 et une hypoténuse de longueur 5.

Deux angles de sinus 0,35 : un aigu, un obtus.

Le demi-cercle trigonométrique de centre O : A a droite, A" a gauche, B en
haut. Le point Q est sur le segment [OB], a la hauteur 0,35. Une droite
horizontale passant par Q coupe le demi-cercle en deux points : N a droite,
qui donne un angle AON aigu, et M a gauche, qui donne un angle AOM
obtus. Les deux angles ont le méme sinus, 0,35.

EXEMPLE TRAITE

a) Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB = 6 et BC = 10. Calculer le cosinus, le sinus et

— 4
la tangente de I'angle B. b) Dans ce triangle, quel angle a pour cosinus g ? ¢) Comment construire
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un angle obtus dont le sinus vaut 0,35 ?

Le troisiéme cété — Le triangle est rectangle en A : le théoréme de Pythagore donne le c6té AC.
AC =102 —62=+/64=8

L'angle B — Pour I'angle E, le coté adjacent est AB et le c6té opposé est AC.
B=2, smB=2 ; tmB=2
cosB=—- ; smB=- ; tanB= -
5 5 3

Un cosinus de quatre cinquiémes — Pour I'angle C, le c6té adjacent est AC' : son cosinus vaut huit
dixiemes, c'est-a-dire quatre cinquiemes. Construire ce triangle, c'est donc construire un angle de
cosinus quatre cinquiemes.

~ 8 4
cosC=— =
10 5
L'angle obtus — Sur le demi-cercle trigonométrique, on trace la paralléle 3 (O A) a la hauteur 0,35. Elle
coupe le demi-cercle en deux points : on garde celui de gauche, le point M, dont I'abscisse est négative.

sin AOM = 0,35 et m%

. 4
A ne pas faire : Pour tana = 3 on prend un coté opposé de 3 et un coté adjacent de 4 — Cété opposé 4,

coté adjacent 3. La tangente est le coté opposé sur le coté adjacent : le numérateur va en face de I'angle.

17. THEOREME

La loi du sinus

CE QU'IL DIT

Tawa no5rjou men le triangle rectangle, w ne5dmou fi triangle quelconque. Nsammiw les c6tés bel 7rouf
es-sghira : a houwa BC, le coté elli 9belet A, b houwa AC, w ¢ houwa AB. Nhabbtou la hauteur men C, w
H houwa le pied mte3ha. Na7sbou CH b zouz tor9 : fi le triangle AHC, CH égale b fois sinus de I'angle A.
W fi le triangle BHC, CH égale a fois sinus de I'angle B. Ez-zouz kif kif, donc : a sur sinus de l'angle A,
égale b sur sinus de I'angle B. W b hauteur o5ra nkammlou : égale c sur sinus de I'angle C. Hedhi la loi
du sinus : les cdtés proportionnels aux sinus mta3 les angles opposés.

a: dusuall Lgy=ll les cotés graui . triangle quelconque o goazi le triangle rectangle « W o g>)%i 155

i . lgelio le pied g& C.w H (1o la hauteur gboigi . ABgda ACwcga Aib dls I B C.lecoté ga

le triangle BH C. C H s le triangle AH C. C H égale b fois sinus de I'angle A. w s : §,b jopu CH

donc: a sur sinus de I'angle A . égale b sur sinus de . «auS xS jg3Jl . égale a fois sinus de I'angle B

la loi du sinus : les cotés sia . égale ¢ sur sinus de I'angle C : glaSi )3l hauteur 4 I'angle B . w

. les angles opposés glio proportionnels aux sinus

Sortons maintenant du triangle rectangle, pour travailler dans un triangle quelconque. On nomme les c6tés

avec des lettres minuscules : a est B C, le coté en face de A, b est A C, et c est A B. On abaisse la hauteur

issue de C, et H est son pied. On calcule C H de deux facons : dans le triangle A H C, C H égale b fois sinus
de l'angle A. Et dans le triangle B H C, C H égale a fois sinus de l'angle B. Les deux sont égaux, donc : a sur
sinus de l'angle A, égale b sur sinus de ['‘angle B. Et avec une autre hauteur, on complete : égale c sur sinus

de l'angle C. C'est la loi du sinus : les c6tés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.
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Soit ABC' un triangle. On pose BC = a, AC = bet AB = c: chaque cbté porte la lettre
minuscule du sommet qui lui est opposeé.

Soit H le pied de la hauteur issue de C'. Dans le triangle AHC, rectangle en H, CH = bsin A.
Dans le triangle BHC, rectangle en H, CH = a sin B. SiI'un de ces deux angles est obtus, on

raisonne avec son supplémentaire, qui a le méme sinus.

b

.7 - D N a
Onadoncbsin A = asin B, c'est-a-dire ——= = ——=. En recommencant avec une autre
sinA sinB

hauteur, on obtient :

a
Loi du sinus. Soit ABC' un triangle. On pose a = BC, b = AC etc = AB.Ona — yi =
sin
b c

sin B sin C

Dans un triangle, les c6tés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.

La hauteur CH se calcule de deux facons.

Un triangle ABC : A est en bas a gauche, B en bas a droite, C en haut. Le c6té
[BC] est noté a, le cété [AC] est noté b, le c6té [AB] est noté c. Le point H est
le pied de la hauteur issue de C : il est sur le coté [AB].

LA LOI DU SINUS
a b c

sin4A sinB sinC

EXEMPLE TRAITE

Soit M N P un triangle tel que M N = 8, NP = 6 et M P = 10. Montrer que sin M, sin P et
sin IV sont en progression arithmétique.

La nature du triangle — Le carré du plus grand c6té est la somme des carrés des deux autres : le triangle
est rectangle en V.

MN? + NP? =64+ 36 = 100 = M P?
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Les trois sinus — L'angle IV est droit, son sinus vaut 1. Pour les deux autres angles, on écrit le coté
opposé sur I'hypoténuse.

— 6 3 —~ 8 4 =
sinM =—=- ; sinP=-—=- ; sinN=1
10 5 10 5
La progression — On passe d'un sinus au suivant en ajoutant toujours un cinquieme : ce sont trois

termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison un cinquieme.
4 3 4 1

Ce n'est pas un hasard — Les cotés opposés, 6, 8 et 10, sont eux-mémes en progression arithmétique.
D'apreés la loi du sinus, les sinus sont proportionnels aux cotés opposés : ils sont donc aussi en
progression arithmétique.

a b a b
——= = ——= — ——= = ——=. Chaque cdte va avec le sinus de I'angle qui est en face
sinB sinA sinA sinB
de lui : le coté a est en face du sommet A.

A ne pas faire :

18. THEOREME

Théoréme des bissectrices

CE QU'IL DIT
Tatbi9 mta3 la loi du sinus : le théoreme des bissectrices. Ne5dhou triangle ABC, w la bissectrice
intérieure mta3 I'angle A t9oss le c6té BC fi point I. En-natija : IB sur IC égale AB sur AC. Ya3ni la
bissectrice ta9sem le coté opposé 3la 7asb les cotés elli b7dheha. 3lech ? Ntabb9ou la loi du sinus fi le
triangle AIB, w fi le triangle AIC. Les angles BAI w CAI kif kif, w les angles AIB w AIC supplémentaires,
donc 3andhom nafs le sinus. W ken le triangle mouch isocéle en A, la bissectrice extérieure t9oss la

droite BC fi point J, w nal9aw nafs le rapport : JB sur JC égale AB sur AC.

triangle A B C . w la bissectrice intérieure iU . la loi du sinus : le théoreme des bissectrices glio gulni
ouudi la bissectrice sy . | B sur | C égale A B sur A C: dxyill . point | (o le c6té B C jndi I'angle A glio
le o le triangle A1 B . w s la loi du sinus gdihi § Gble . alisy (Ul les cotés cuu> le le coté opposé
odiic w les angles A I Bw A | C supplémentaires . donc . wauS wauS triangle A1 C . lesanglesBAITw CA |
point J . o la droite B C jjoai isocele en A . la bissectrice extérieure jugo le triangle ;IS le sinus . w juaj
.le rapport :J B surJ C égale A B sur A C juaj glali w

Une application de la loi du sinus : le théoréeme des bissectrices. On prend un triangle A B C, et la
bissectrice intérieure de '‘angle A coupe le cété B C en un point I. Le résultat : | B sur | C égale A B sur A C.
Autrement dit, la bissectrice partage le c6té opposé proportionnellement aux cétés voisins. Pourquoi ? On
applique la loi du sinus dans le triangle A | B, puis dans le triangle A | C. Les angles BA | et C A | sont
égaux, et les angles A | B et A | C sont supplémentaires, donc ils ont le méme sinus. Et si le triangle n'est
pas isocele en A, la bissectrice extérieure coupe la droite B C en un point J, et on trouve le méme rapport : J
BsurJ C égale A B sur A C.

Soit ABC' un triangle et I le point d'intersection de la bissectrice intérieure de I'angle Aetdu
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IB AB

coté [BC. Alors = A0

La bissectrice partage donc le c6té opposé en deux segments proportionnels aux cotés voisins.

Si le triangle ABC n'est pas isocéle en A, la bissectrice extérieure de I'angle A coupe la droite

, . . JB AB
(BC) en un point J, et I'on a de méme 56 = A0
A
B / C

La bissectrice de I'angle A coupe [BC] en |.

Un triangle ABC : B est en bas a gauche, C en bas a droite, A en haut, plus
pres de B. La bissectrice intérieure de ['angle en A coupe le cété [BC] au point
I. Les deux angles BAI et IAC portent la méme marque : ils sont égaux.

LA BISSECTRICE INTERIEURE

IB _ AB
IC ~— AC
LA BISSECTRICE EXTERIEURE
JB AB
JC  AC

DEMONSTRATION

IB B AB
sin BAI sinAIB
. Les angles BAT et CAI sont égaux, puisque (AI) est la bissectrice de I'angle

Dans le triangle AI B, la loi du sinus donne
i AC
sinCAI  sin4IC

A. Les angles AIB et AIC sont supplémentaires : ils ont le méme sinus. En divisant membre a membre,

) IB AB
on obtient — =

IC ~ AC’

. Dans le triangle AIC, elle donne

EXEMPLE TRAITE

Dans un triangle ABC,ona AB = 6, AC = 9 et BC = 10. La bissectrice intérieure de I'angle A
coupe le c6té [BC| en I. Calculer IB et IC.

Le rapport — D'aprés le théoréme des bissectrices, le rapport de IB & IC est celuide AB a AC.
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IB 6 2

IC 9 3
Le partage — Le point I est sur le segment [BC] : la somme de I B et de IC vaut 10. On partage
donc 10 en cinq parts égales : deux parts pour I B, trois parts pour IC.

IB:§><10:4 : IC:§x10:6

IB=4 : IC=6

A ne pas faire : La bissectrice de I'angle A passe par le milieu de [BC] — Elle coupe [BC| en un point I tel
IB  AB
IC AC
point | est plus pres de B quand A B est plus petit que A C: il se rapproche du plus petit des deux cotés.

que La bissectrice ne passe par le milieu que si les deux cotés A B et A C sont égaux. Sinon, le

19. THEOREME

Loi du sinus et cercle circonscrit

CE QU'IL DIT
Le rapport a sur sinus de I'angle A, chnowa ysewi bedh-dhabt ? Ne5dhou le cercle circonscrit mta3 le
triangle ABC, le centre O w le rayon R. W ne5dhou B prime, le point diamétralement opposé a B. Le
triangle BB prime C marsoum fi noss cercle, donc houwa rectangle en C : sinus de I'angle BB prime C
égale a sur deux R. W les angles BAC w BB prime C ychoufou nafs la corde BC : ya imma kif kif, ya imma
supplémentaires, w fel 7altin 3andhom nafs le sinus. Donc : a sur sinus de I'angle A égale deux R. W la loi
du sinus twalli : a sur sinus de A, égale b sur sinus de B, égale c sur sinus de C, égale deux R.

le triangle A B C.. glio le cercle circonscrit 935U § bwall sgluy 85k « le rapport a sur sinus de I'angle A
B prime « le point diamétralement opposé a B . le triangle B B prime C gisU le centre O w le rayon R. w
rectangle en C : sinus de I'angle B B prime C égale a sur deux R . w les ga cercle . donc \ai o pguwyo
oo supplémentaires . w ls] b « cauS «auS L] b : la corde B C Luai gog.u angles B A Cw B B prime C
a sur: oJgi le sinus . donc : a sur sinus de I'angle A égale deux R . w la loi du sinus juaj asaic ouil=ll
.sinus de A . égale b sur sinus de B . égale c sur sinus de C . égale deux R
Que vaut exactement le rapport a sur sinus de l'angle A ? Prenons le cercle circonscrit au triangle A B C, de
centre O et de rayon R. Et prenons B prime, le point diamétralement opposé a B. Le triangle B B prime C est
inscrit dans un demi-cercle, donc il est rectangle en C : sinus de l'angle B B prime C égale a sur deux R. Et
les angles B A C et B B prime C interceptent la méme corde B C : ils sont soit égaux, soit supplémentaires, et
dans les deux cas ils ont le méme sinus. Donc : a sur sinus de ['‘angle A égale deux R. Et la loi du sinus
devient : a sur sinus de A, égale b sur sinus de B, égale c sur sinus de C, égale deux R.

Soit ABC' un triangle, I" son cercle circonscrit, O le centre de I et R son rayon. On pose BC = a,
AC = bet AB = c. Soit B’ le point diamétralement opposé a B.
Le triangle BB’'C est inscrit dans un demi-cercle de diamétre [BB'] : il est rectangle en C'. Donc

=== BC a
inBBC = —— = —.
. BB' 2R
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Les angles BAC' et BB'C' sont deux angles inscrits qui interceptent la corde [BC] : ils sont égaux

lorsque A et B’ sont du méme cété de la droite (BC'), et supplémentaires sinon. Dans les deux cas,
. n . . n a
ils ont le méme sinus: sin A = —.

2R
a b

sin A sin B

Soit ABC' un triangle et R le rayon de son cercle circonscrit. On a

¢ __9R
sin C

Lorsque le triangle est rectangle en A, sin A =1etlonretrouve a = 2R : I'nypoténuse est un

diametre du cercle circonscrit.

(’>

7\

Le triangle BB'C est rectangle en C.

Un cercle de centre O. Trois points A, B et C sont sur le cercle : B a gauche, C
a droite a la méme hauteur, A en haut. Le triangle ABC est tracé. Le point B'
est le point du cercle diamétralement opposé a B : le diametre [BB'] passe par
O. Le segment [B'C] est tracé, et une équerre marque l'angle droit en C dans
le triangle BB'C. Les angles BAC et BB'C portent la méme marque.

R : RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT
a b c

sin A sin B sin C'

2R

EXEMPLE TRAITE
Soit ABC un triangle. Montrer que ABC est rectangle en A si, et seulement si, le carré du sinus de

I'angle A est la somme du carré du sinus de I'angle B et du carré du sinus de I'angle C'.

Des sinus aux cotés — D'apres la loi du sinus, chaque sinus est le c6té opposé divisé par deux fois le
rayon du cercle circonscrit.

0. F a 0 B3 o B c
sinA=— ; sinB=— ; sinC=—
2R

2R 2R
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Traduire I'égalité — On remplace chaque sinus, puis on multiplie les deux membres par quatre fois le
carré du rayon : I'égalité entre les sinus devient une égalité entre les cOtés.

sin? A = sin®? B +sin? C <= a2 = b + ¢
Conclure — D'apreés le théoreme de Pythagore et sa réciproque, cette égalité entre les cotés signifie
exactement que le triangle est rectangle en A.

M . a a A 7 . 7 . \
A ne pas faire : — =R — — = 2R, Le rapport d'un cété au sinus de I'angle opposé est le diamétre

sin A sin
du cercle circonscrit, pas son rayon.

20. THEOREME

Aire d'un triangle

CE QU'IL DIT

Net3addew | la mesure des grandeurs, w nabdew b I'aire. L'aire mta3 triangle hiya la base fois la hauteur
sur deux. Ne5dhou la base AB, ya3ni ¢, w la hauteur CH. W chofna elli CH égale b fois sinus de I'angle A.
Donc : S égale un demi de b ¢, fois sinus de I'angle A. Chedd fi belek el 9a3da : zouz cotés, w le sinus
mta3 l'angle elli binethom. W kif kif m3a ez-zouz cOtés lo5rin. W 5ater sinus de I'angle A égale a sur
deux R, nal9aw formule o5ra : S égale a b ¢ sur quatre R.

. la base fois la hauteur sur deux & triangle glio I'aire . I'aire 5 glauwi la mesure des grandeurs . w J gl3=i
C H égale b fois sinus de I'angle A . donc : S (I liaws ¢« w la hauteur CH . w sy « la base A B gisU
ol I'angle glio cOtés « w le sinus jgj : 8aclall clJb o 3 . égale un demi de b c . fois sinus de I'angle A
formule glali . sinus de I'angle A égale a sur deux R ybls> w . o 5Vl cOtés 593l go wauS oS W . agiliu
.S égale ab ¢ sur quatre R: syl
Passons a la mesure des grandeurs, en commencant par l'aire. L'aire d'un triangle est la base fois la

hauteur sur deux. On prend la base A B, c'est-a-dire c, et la hauteur C H. Et nous avons vu que C H égale b
fois sinus de l'angle A. Donc : S égale un demi de b c, fois sinus de l'angle A. Retiens la regle : deux cétés, et

le sinus de l'angle qu'ils forment. Et de méme avec les deux autres paires de cétés. Et comme sinus de

l'angle A égale a sur deux R, on obtient une autre formule : S égale a b c sur quatre R.

Soit ABC' un triangle. On pose a = BC', b = AC et ¢ = AB, et on désigne par S son aire. Soit
H le pied de la hauteur issue de C' : on avu que CH = bsin A, et la base correspondante est

AB =c.Donc S = %cx CH = %bcsinﬁ.

Soit ABC' un triangle. On pose a = BC, b = AC et c = AB. S désigne l'aire de ABC et

1 = 1 .
R désigne le rayon du cercle circonscrita ABC'.Ona S = 3 absinC = 3 besin A =

iacsinB.

L'aire est le demi-produit de deux c6tés par le sinus de I'angle qu'ils forment.

Maths a la carte — Trigonométrie et mesure des grandeurs - fiche de relecture



C inAd— = btient aussi S abe i lete la loi du si
omme sin A = ——, on obtient aussi S = ——, ce qui compléte la loi du sinus :
2R’ 4R’ <1 P
a b c abe
K — p— K —_ p— K — p— 2R —— N
sin A sin B sin C 25

La base est ¢, la hauteur est b sin A.

Un triangle ABC : A est en bas a gauche, B en bas a droite, C en haut. Le c6té
[BC] est noté a, le coté [AC] est noté b, le coté [AB] est noté c. La hauteur
issue de C tombe au point H du cété [AB] : sa longueur est b fois le sinus de
l'angle A.

L'AIRE

~ —~ 1 —~
S =—bcsind = —acsinB = —absinC
2 2 2

AVEC LE RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT
abc

=R

EXEMPLE TRAITE

Soit M N P un triangle tel que M N = 10, MP = 7 et M = 100°. Donner une valeur arrondie a
102 prés de l'aire de ce triangle.

La formule — On connait deux c6tés et I'angle qu'ils forment : I'aire est leur demi-produit par le sinus de
cet angle.

S = % x 10 x 7 x sin 100° = 35 sin 100°

La calculatrice — La calculatrice, réglée en degrés, donne le sinus de 100 degrés : environ 0,9848. C'est
aussi le sinus de 80 degrés, son supplémentaire.

S ~ 35 x 0,9848 ~ 34,47

S ~ 34,47
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. 1 = 1 ~
A ne pas faire: § = 3 bcsinB— S = 3 bcsin A. L'angle de la formule est celui que forment les deux

cOtés choisis. Les cotés b et ¢ se rejoignent au sommet A.

R - -~ 1 —~
A ne pas faire : Une aire de 6 avec AB = 6 et BC' = 4 impose B = 30° —sin B = 3’ donc B = 30°

ou B = 150°. Deux angles supplémentaires ont le méme sinus : I'aire ne suffit pas pour savoir si I'angle est

aigu ou obtus.

21. THEOREME

Théoréeme d'El-Kashi

CE QU'IL DIT
Pythagore ye5dem ken fi le triangle rectangle. W fi triangle quelconque ? Hna yji le théoréme d'El-Kashi.
Nhabbtou la hauteur men C, w ntabb9ou Pythagore fi le triangle BHC. Nal9aw : a au carré égale b au
carré plus c au carré, moins deux b c fois cosinus de I'angle A. Chedd fi belek : le coté a w I'angle A
9belet b3adhhom. W kif kif | les deux autres cotés. Ki I'angle A droit, le cosinus zéro, w narj3ou |
Pythagore. W rodd belek ki I'angle obtus : le cosinus négatif, donc moins fois moins ya3ti plus. B le
théoréme hedha na7sbou c6té ki na3rfou zouz cotés w I'angle elli binethom, walla na7sbou angle ki
na3rfou les trois cotés.
le théoreme d'El-Kashi = lis ¢ triangle quelconque o le triangle rectangle . w o oIS o3y Pythagore
a au carré égale b au carré plus c: glali . le triangle B H C s Pythagore gailoi C« W o la hauteur gloigi .
W . agrosy dLs le coté aw l'angle A clb o 3ub . au carré . moins deux b c fois cosinus de I'angle A
oS &b 3, Pythagore . w J g=>,i I'angle A droit « le cosinus zéro « w S . les deux autres cotés J oS oS
oS CcOté gruxi lia le théoréme . plus wosy I'angle obtus : le cosinus négatif . donc moins fois moins
. les trois cotés 6,2 S angle gruxi Vg « agilin I cotés w I'angle jg) g%
Pythagore ne fonctionne que dans le triangle rectangle. Et dans un triangle quelconque ? C'est la
qu'intervient le théoreme d'El-Kashi. On abaisse la hauteur issue de C, et on applique Pythagore dans le
triangle B H C. On trouve : a au carré égale b au carré plus c au carré, moins deux b c fois cosinus de
l'angle A. Retiens bien : le c6té a et l'angle A sont en face ['un de l'autre. Et de méme pour les deux autres
cotés. Quand l'angle A est droit, le cosinus vaut zéro, et on retrouve Pythagore. Et attention quand ['angle
est obtus : le cosinus est négatif, donc moins fois moins donne plus. Avec ce théoréme, on calcule un cété

quand on connait deux c6tés et l'angle qu'ils forment, ou un angle quand on connait les trois cotés.

Le théoreme de Pythagore relie les trois cotés d'un triangle rectangle. Le théoreme d'El-Kashi le

généralise a un triangle quelconque.

Théoréme d'El-Kashi. Soit ABC' un triangle. On posea = BC, b= AC etc= AB.Ona:-
a? =02+ —2bccosA;-b? =a’+c?—2accosB:-c® =b>+a? — 2bacosC.

Chaque formule relie un c6té aux deux autres et a I'angle opposé a ce coté. Lorsque l'angle A est

droit, cos A = 0 et I'on retrouve le théoréme de Pythagore.
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Ce théoreme sert dans les deux sens : calculer un c6té quand on connait les deux autres et I'angle
qu'ils forment, ou calculer un angle quand on connait les trois cOtés.

On applique Pythagore dans le triangle BHC.

Un triangle ABC : A est en bas a gauche, B en bas a droite, C en haut. Le coté
[BC] est noté a, le cté [AC] est noté b, le coté [AB] est noté c. L'angle en A est
marqué. La hauteur issue de C tombe au point H du cété [AB].

LE COTE A ET L'ANGLE A

a? = b2+ — 2bccos A

LE COTE B ET L'ANGLE B
b2 = a? + ¢ — 2accos B

LE COTE C ET L'ANGLE C

2 =b2+a%— 2bacosC

DEMONSTRATION

Soit H le pied de la hauteur issue de C'. Supposons d'abord I'angle A aigu. Dans le triangle AHC,
rectangle en H : AH = bcos A et CH = bsin A. La distance BH est I'écart entre c et bcos A, donc
BH? = (c — bcos 121\)2 Le théoréme de Pythagore dans le triangle BHC donne a®> = BH? +

CH? =¢® — 2bccos A + b?cos? A+ b?sin® A = b + ¢ — 2bccos A, car cos? A + sin? A = 1.
Si l'angle A est obtus, H est sur la droite (AB), hors du segment, du c6té de A : AH = bcos(m —

A) = —bcos A,CH =bsin Aet BH = ¢+ AH = ¢ — bcos A. Le méme calcul redonne la méme
formule.

EXEMPLE TRAITE

Soit ABC un triangle tel que AB = 8, AC = 7 et A = 120°. a) Calculer BC. b) Calculer l'aire de
ce triangle.

Le théoréme — On connait deux cotés et I'angle qu'ils forment : le théoreme d'El-Kashi donne le carré
du troisieme coté.

BC? =82+ 72 -2 x8x 7 x cos120°
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Le cosinus — Le cosinus de 120 degrés est I'opposé du cosinus de 60 degrés : il vaut moins un demi. Le
double produit s'ajoute donc.

BC? = 64 + 49 + 56 = 169

Le c6té — Une longueur est positive : on prend la racine carrée de 169.
BC =13

L'aire — L'aire est le demi-produit des deux cotés par le sinus de I'angle qu'ils forment. Le sinus de 120
degrés vaut racine de trois sur deux.

1 3
S:§x8x7x§:14\/§

BC =13 ; S=14v3

A ne pas faire : Avec A = 120° : BC? = 64 + 49 — 56 — BC? = 64 + 49 + 56. Le cosinus d'un angle
obtus est négatif : moins par moins donne plus. Face a un angle obtus, le coté est plus long que ne le dirait

Pythagore.

A ne pas faire : a? = b2 + ¢? dans tout triangle — a? = b? + ¢ — 2bc cos A L'égalité de Pythagore ne

vaut que si I'angle A est droit. Dans les autres cas, il faut corriger avec le double produit par le cosinus.

22. APPLICATION

Exemple : I'aire d'un quadrilatéere

CE QU'IL DIT
Ntabb9ou la formule mta3 |'aire 3la quadrilatéere. 3andna quadrilatére ABCD, w les diagonales yet9at3ou
fi I, w nsammiw alpha I'angle AID. Les diagonales ya9smou le quadrilatere | quatre triangles, el koll
3andhom sommet |. W les angles fi |, ya alpha ya pi moins alpha : ya3ni el koll 3andhom nafs le sinus.
Njam3ou les quatre aires, w n5arrjou un demi de sinus de alpha en facteur. Nal9aw : I'aire égale un demi

de AC fois BD, fois sinus de alpha. Ya3ni yekfi ta3ref ez-zouz diagonales w I'angle elli binethom.

| o g=blaiy quadrilatéere AB C D . w les diagonales Laic . quadrilatere Jc l'aire glio la formule gaihi
sommet aaaic JSJI . quatre triangles J le quadrilatere gouudy alpha I'angle A1 D . les diagonales gxauu w
les quatre aires . W g=oxi . le sinus juai paaic JSJI sy @ pi moins alpha b alpha b« | 8 | . w les angles
I'aire égale un demi de A C fois B D . fois sinus de : glali . un demi de sinus de alpha en facteur g>j%i
. ogilw Ul diagonales w I'angle jgil woy=i (wasy sy . alpha
Appliquons la formule de l'aire a un quadrilatere. On a un quadrilatére A B C D dont les diagonales se
coupent en |, et on appelle alpha l'angle A | D. Les diagonales découpent le quadrilatere en quatre
triangles, tous de sommet |. Et les angles en | valent soit alpha, soit pi moins alpha : ils ont donc tous le
méme sinus. On additionne les quatre aires, et on met un demi de sinus de alpha en facteur. On trouve :
l'aire égale un demi de A C fois B D, fois sinus de alpha. Il suffit donc de connaitre les deux diagonales et
l'angle qu'elles forment.

Dans la figure, ABC D est un quadrilatére et I est le point d'intersection de ses diagonales. On
pose « = AID.

Maths a la carte — Trigonométrie et mesure des grandeurs - fiche de relecture



Les diagonales découpent le quadrilatére en quatre triangles de sommet I. Leurs angles en
mesurent & ou T — « : ils ont tous le méme sinus, sin a.. La somme des quatre aires vaut donc

1 1
ssina(IAx ID +ID x IC +1C x IB +IB x IA) = _sina (IA+ IC)(IB + ID).

1
L'aire du quadrilatére ABC'D est égale a 3 AC x BD X sina.

Les diagonales découpent quatre triangles de sommet I.

Un quadrilatere ABCD : A est a gauche, C a droite a la méme hauteur, D en
haut, B en bas. Les diagonales [AC] et [BD] se coupent au point I. L'angle AID,
entre les deux diagonales, est noté alpha.

A : ANGLE DES DIAGONALES

aire(ABCD) = %AC’ x BD X sina

EXEMPLE TRAITE
Soit ABC'D un rectangle de centre O tel que AC = 12 et AOB = 150°. Calculer I'aire de ce

rectangle, puis sa longueur et sa largeur.

L'aire — Les diagonales d'un rectangle ont la méme longueur, 12. Elles forment un angle de 150 degrés,
dont le sinus vaut un demi.

S:%x12><12><sin150°:36

La longueur — Dans le triangle AOB, ona OA = OB = 6 : le théoréme d'El-Kashi donne AB. Le
cosinus de 150 degrés vaut moins racine de trois sur deux.

AB? = 36 + 36 — 72 cos 150° = 72 + 3643
La largeur — Dans le triangle BOC, I'angle en O est le supplémentaire de 150 degrés : il mesure 30
degrés.

BC? =36+ 36 —72cos30° = 72 — 363
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Les valeurs approchées — On prend les racines carrées : la longueur vaut environ 11,59 et la largeur
environ 3,11. Leur produit redonne bien l'aire, 36.

AB =6v2++/3~1159 ; BC =6v2—+3~3,11

23. APPLICATION

Un probléme pour aller plus loin : carré et triangle équilatéral

CE QU'IL DIT
Hedha probléeme yjamma3 barcha 7ajet. 3andna carré ABCD, le c6té mte3ou a, w fi wostou triangle
équilatéral EBC. N7ebbou na3rfou I'angle BAE. L'angle ABC droit, w I'angle EBC fih soixante degrés : donc
I'angle ABE fih trente degrés. W le triangle ABE isocele en B, 5ater BA w BE ysewiw le c6té a du carré :
donc I'angle BAE fih soixante-quinze degrés. Tawa ntabb9ou le théoréme d'El-Kashi fi le triangle ABE, w
nal9aw AE. W men AE ntalla3ou les valeurs exactes mta3 cosinus w sinus de soixante-quinze degrés, elli
mouch angle remarquable.
triangle équilatéral E B glouug 6 @ « W gclio carré AB C D . le cOté Laic . Ol diisp gosy probleme lia
soixante degrés : donc I'angle AB E ws I'angle BA E . I'angle A B C droit « w I'angle E B C go)=i gixi . C
le c6té a du carré : donc I'angle gy gluy B Aw B E ybls .« trente degrés . w le triangle A B E isocele en B s
AE.w glali le triangle AB E . w s le théoreme d'El-Kashi gailnj |35 . soixante-quinze degrés aus B A E
angle jugo I . cosinus w sinus de soixante-quinze degrés glio les valeurs exactes g2l AE (o
. remarquable
Voici un probleme qui rassemble beaucoup de choses. On a un carré A B C D de cété a, et a l'intérieur un
triangle équilatéral E B C. On veut connaitre l'angle B A E. L'angle A B C est droit, et l'angle E B C mesure
soixante degrés : l'angle A B E mesure donc trente degrés. Et le triangle A B E est isocéle en B, car BA et B E
sont égaux au cété a du carré : l'angle B A E mesure donc soixante-quinze degrés. On applique ensuite le
théoreme d'El-Kashi dans le triangle A B E, et on trouve A E. Et de A E, on tire les valeurs exactes du cosinus

et du sinus de soixante-quinze degrés, qui n'est pas un angle remarquable.

Dans la figure, ABC'D est un carré de c6té a et EBC est un triangle équilatéral, construit a

——
I'intérieur du carré. On cherche I'angle BAF, puis les valeurs exactes de son cosinus et de son sinus.

L'angle ABC est droit et I'angle EBC mesure 60° : donc ABE = 30°. Le triangle ABE est
isocéle en B, car BA = BE = a : ses deux angles a la base sont égaux, et BAE = 75°.

Le théoréme d'El-Kashi, appliqué dans le triangle ABE, donne ensuite AFE. On en tire les valeurs

exactes du cosinus et du sinus de 75 degrés.
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30°

ABE est isocele en B.

Un carré ABCD : A est en haut a gauche, D en haut a droite, C en bas a
droite, B en bas a gauche. A l'intérieur du carré, le triangle EBC est
équilatéral : le point E est au-dessus du milieu de [BC], prés du coté [AD]. Le
segment [AE] est tracé.

PAR EL-KASHI

AE? = a? (2 — /3)

LES VALEURS EXACTES

cos 75° = 2%\/5 ; sin'75° = 2+\/§

EXEMPLE TRAITE

Dans la figure, ABC' D est un carré de c6té a et EBC' est un triangle équilatéral. a) Calculer I'angle
XB\E, puis l'angle BAE. b) Montrer que le carré de la longueur AFE est égal au carré du c6té a du
carré, multiplié par (2 — \/g) c) En déduire le cosinus, puis le sinus, de I'angle BAE.

Les angles — On retire 60 degrés a I'angle droit du carré. Puis, dans le triangle ABFE, isocéle en B, les
deux angles a la base se partagent ce qui reste de 180 degrés.

ABE — 90° — 60° = 30° FEZMZW

3
Le c6té AE — Dans le triangle ABE, on connait les c6tés BA et BE, égaux au coté a du carré, et
I'angle qu'ils forment : on applique le théoreme d'El-Kashi.

AE? = a® + a® — 2a% c0s 30° = a? (2 — /3)

Le cosinus — Le triangle ABE est isocéle en B : la hauteur issue de B passe par le milieu de [AE]. Le
cosinus de I'angle BAE est donc la moitié de AEFE, divisée par AB.

AE 2-+/3

BAE =
€08 2 AB 2
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Le sinus — D'apres la premiere relation fondamentale, le carré du sinus vaut un moins le carré du
cosinus, et ce sinus est positif.

Sin2m:1—2_\/§:2+\/§
4 4
2 — 2
cos 75° = —\/5 ; sin7h° = ;\/5

2

24. DEFINITION

Triangles isométriques

CE QU'IL DIT
Zouz triangles isométriques, ma3neha les cotés mte3hom kif kif, zouz zouz : ya3ni tnajjem t7ott we7ed
fou9 le5er. Ama bech ta3rafhom, ma yelzmekch tthabbet fi les trois cotés. 3andna trois cas d'isométrie.
Le premier cas : coté égal, bin deux angles égaux. Le deuxieme cas : angle égal, bin deux cotés égaux. W
le troisieme cas : les trois cOtés égaux. Le premier w le deuxiéme nbarhnouhom b la loi du sinus w le
théoreme d'El-Kashi. W rodd belek : trois angles égaux ma yekfiwch, ya3tiwek nafs ech-chakl bark,
mouch nafs el 9yes.
lol . 3Vl 596 A>lg Bixi ais Wiy j9) )9 ¢ S S pgelio les cotés aliso .« triangles isométriques g
o « trois cas d'isométrie . le premier cas : c6té égal Liaic . les trois cotés (o Uiy (iuSojly o « pgoysi Ll
deux cotés égaux . w le troisieme cas : les trois ;u « deux angles égaux . le deuxieme cas : angle égal
el 3, la loi du sinus w le théoreme d'El-Kashi . w 4 a&giayii cOtés égaux . le premier w le deuxieme
ookl puai Gige « Jy JSadl juai Jgudasy ¢ SgueSs Lo trois angles égaux
Deux triangles isométriques ont leurs cétés deux a deux égaux : on peut les superposer. Mais pour les
reconnaitre, il n'est pas nécessaire de vérifier les trois cotés. Il y a trois cas d'isométrie. Le premier cas : un
cOté égal, entre deux angles égaux. Le deuxieme cas : un angle égal, entre deux cétés égaux. Et le troisieme
cas : les trois cOtés égaux. Le premier et le deuxiéme se démontrent avec la loi du sinus et le théoreme d'El-
Kashi. Et attention : trois angles égaux ne suffisent pas, ils donnent seulement la méme forme, pas la méme

taille.

Définition. On dit que deux triangles sont isométriques si leurs cotés sont deux a deux égaux.

Pour reconnaitre deux triangles isométriques, il n'est pas nécessaire de comparer les trois cotés : trois

informations bien choisies suffisent.

1¢r cas d'isométrie. Si deux triangles ont un coté égal compris entre deux angles respectivement
égauyx, alors ils sont isométriques. 2¢ cas d'isométrie. Si deux triangles ont un angle égal
compris entre deux cOtés respectivement égaux, alors ils sont isométriques. 3¢ cas d'isométrie.

Si deux triangles ont trois cOtés respectivement égaux, alors ils sont isométriques.
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Le troisieme cas est la définition elle-méme. Les deux premiers se démontrent avec la loi du sinus et
le théoreme d'El-Kashi. Dans le deuxieme cas, El-Kashi donne le troisieme cOté a partir des deux cotés
et de I'angle qu'ils forment. Dans le premier, les troisiemes angles sont égaux eux aussi, et la loi du

sinus donne les deux autres cOtés a partir du cOté connu.

Deux triangles isométriques ont aussi leurs angles deux a deux égaux.

Les triangles BHC et CKB sont isométriques.

Un triangle ABC isocéle en A : A est en haut, B en bas a gauche, C en bas a
droite. La hauteur issue de B tombe au point H du cété [AC]. La hauteur issue
de C tombe au point K du coté [AB]. Des équerres marquent les angles droits

en HetenK.

EXEMPLE TRAITE

Soit ABC un triangle isocéle en A. On désigne par [BH]| et [C K] les hauteurs issues de B et de C'.
Montrer que BH = CK, puis que CH = BK.

Deux triangles — On compoare les triangles BHC et CK B. lis ont le c6té [BC] en commun.

Les angles — Le triangle ABC estisocéle en A : les angles a la base HC' B et K BC sont égaux.
Chacun des deux triangles a aussi un angle droit, en H et en K : leurs troisiémes angles sont donc
égaux.

HCB-KBC : HBC —KCB

Le premier cas — Le c6té [BC| est compris entre deux angles respectivement égaux : d'aprés le premier
cas d'isométrie, les triangles BHC' et C' K B sont isométriques.

Les cotés égaux — Dans deux triangles isométriques, les cotés situés en face des angles égaux sont

égaux.

BH=CK ; CH=BK

BH=CK ; CH=BK
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A ne pas faire : Deux triangles qui ont leurs trois angles égaux sont isométriques — Ils sont seulement
semblables. Trois angles égaux donnent la méme forme, pas la méme taille. Pour I'isométrie, il faut au moins

un coté égal.

25. DEFINITION

Triangles semblables

CE QU'IL DIT
Zouz triangles semblables, ma3neha les angles mte3hom kif kif : I'angle A égale I'angle A prime, I'angle
B égale I'angle B prime, w I'angle C égale I'angle C prime. Ya3ni nafs ech-chakl, ama mouch bedh-
dharoura nafs el 9yes. W en-natija el mohemma : les c6tés proportionnels. a sur a prime, égale b sur b
prime, égale c sur c prime. Le rapport hedha nsammiwh le rapport de similitude. W bel3aks : ken les
cotés proportionnels, les triangles semblables. W zeda, ken 3andhom angle égal bin deux cotés
proportionnels. Fel 5edma, yekfi tal9a deux angles égaux : le troisieme yji wa7dou, 5ater la somme mta3
les angles hiya pi.
I'angle A égale I'angle A prime . I'angle B : waxS oS pgclio les angles liss . triangles semblables ;g
bl Gudi 8)g,0ll Girge Lol « JSuidl judi sy . égale I'angle B prime . w I'angle C égale I'angle C prime
les cOtés proportionnels . a sur a prime « égale b sur b prime . égale c sur c prime . le : &agoll dxiidl w .
les cOtés proportionnels . les triangles ;S : juS=Jl le rapport de similitude . w s gxauui 13 rapport
deux wali &Sy« doazdl o . deux cOtés proportionnels ou angle égal paaic oS « 8515 semblables . w
. pi w& les angles glio la somme bl ga>9 =y angles égaux : le troisieme
Deux triangles semblables ont les mémes angles : l'angle A égale l'angle A prime, l'angle B égale ['angle B
prime, et l'angle C égale l'angle C prime. Ils ont donc la méme forme, mais pas forcément la méme taille.
Et voici le résultat important : leurs c6tés sont proportionnels. a sur a prime, égale b sur b prime, égale c
sur ¢ prime. Ce rapport s'appelle le rapport de similitude. Et réciproquement : si les cotés sont
proportionnels, les triangles sont semblables. De méme s'ils ont un angle égal compris entre deux cétés
proportionnels. En pratique, il suffit de trouver deux angles égaux : le troisieme suit, car la somme des

angles vaut pi.

Soient ABC' et A’ B'C" deux triangles. On pose BC = a, AC = b, AB =c¢, B'C' =d/,
AC =betAB =¢.

Définition. On dit que les triangles ABC et A’ B'C' sont semblables si, et seulement si, A =
A B=PBetC=C"

a b c
Si ABC et A'B'C" sont semblables, alors — = Tt Ce rapport est appelé rapport de
a ©

similitude des deux triangles.

Deux réciproques permettent de reconnaitre des triangles semblables :
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" — C b a b c
SiA= A'et — = —, alors ABC et A'B'C’ sont semblables. Si — = — = —, alors ABC
¢ b a b
et A’ B'C" sont semblables.

En pratique, comme la somme des angles d'un triangle vaut 7, deux angles respectivement égaux
suffisent : le troisieme I'est alors aussi.

Les triangles ABH et CAH sont semblables.

Un triangle ABC rectangle en A, posé sur son hypoténuse [BC] : B est a
gauche, C a droite, A au-dessus. Le point H est le pied de la hauteur issue de
A : il est sur [BC], plus prés de B. La hauteur [AH] partage le triangle en deux

triangles rectangles, ABH a gauche et CAH a droite. L'angle en B et l'angle
CAH portent la méme marque.

TRIANGLES SEMBLABLES

A-X, B-B, C-C

LE RAPPORT DE SIMILITUDE
a b c

a UV
DEMONSTRATION
D'aprés la loi du sinus, a = 2R sin A eta’ = 2R’ sin A/, ou R et R’ sont les rayons des cercles
: : : : : , a_ R .
circonscrits aux deux triangles. Si les angles sont respectivement égaux, alors — = —-, et de méme — =
a

I 5Y] /
R c R R b

B et — = B - les trois rapports sont égaux. Les deux réciproques se démontrent avec le théoreme d'El-
&
Kashi.

EXEMPLE TRAITE

Soit ABC un triangle rectangle en A et [AH]| la hauteur issue de A. a) Montrer que les triangles
ABH et CAH sont semblables. b) En déduire que AH?> = HB x HC.

Deux angles égaux — Les deux triangles sont rectangles en H. De plus, I'angle ABH et I'angle CAH
sont tous les deux complémentaires de I'angle C': ils sont égaux.

—_— e
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Triangles semblables — Deux angles sont respectivement égaux, donc le troisieme aussi : les triangles

ABH et CAH sont semblables.

Les cOtés proportionnels — Les cOtés situés en face des angles égaux sont proportionnels.
AH BH AB

CH AH CA

Le produit en croix — On fait le produit en croix avec les deux premiers rapports.

AH? = HB x HC

AH? = HB x HC

A ne pas faire : Deux triangles semblables ont les mémes longueurs — lls ont les mémes angles, et des cotés
proportionnels. Semblable veut dire méme forme. Les longueurs sont toutes multipliées par un méme
nombre, le rapport de similitude. Elles ne sont égales que si ce rapport vaut un.

26. THEOREME

Relations métriques dans un triangle rectangle

CE QU'IL DIT

Narj3ou | le triangle rectangle, w njam3ou les relations métriques. 3andna triangle ABC rectangle en A, w
H le pied de la hauteur issue de A. 3andna Pythagore : BC au carré égale AB au carré plus AC au carré.
Ba3d, I'aire na7sbouha b zouz tor9, w nal9aw : AH fois BC égale AB fois AC. W b les triangles semblables
nal9aw trois relations o5rin. AH au carré égale HB fois HC. AB au carré égale BH fois BC. W AC au carré
égale CH fois CB. Chedd fi belek : le carré de la hauteur houwa le produit mta3 ez-zouz segments, w le

carré mta3 c6té houwa le segment elli b7dheh fois I'hypoténuse el koll.

triangle A B C rectangle en A . w H le Laic . les relations métriques g=oxi le triangle rectangle . w J g=>,i
. A=y . Pythagore : B C au carré égale A B au carré plus A C au carré Laic . pied de la hauteur issue de A
trois glali les triangles semblables 5 A H fois B C égale A B fois AC. w: glali w . §,b jop b guuxi l'aire
A H au carré égale H B fois H C. A B au carré égale B H fois B C. w A C au carré égale C. O;_pi relations
& cOté glio segments . w le carré jg3ll glio le produit g le carré de la hauteur : b 6 34 . H fois CB
. J3I fois I'hypoténuse olix Ul le segment
Revenons au triangle rectangle, pour rassembler les relations métriques. On a un triangle A B C rectangle
en A, et H le pied de la hauteur issue de A. Il y a Pythagore : B C au carré égale A B au carré plus A C au
carré. Ensuite, on calcule l'aire de deux fagons, et on trouve : A H fois B C égale A B fois A C. Et avec les
triangles semblables, on en trouve trois autres. A H au carré égale H B fois H C. A B au carré égale B H fois
B C. Et A C au carré égale C H fois C B. Retiens bien : le carré de la hauteur est le produit des deux

segments, et le carré d'un cété est le segment voisin fois ['hypoténuse entiere.

Soit ABC' un triangle rectangle en A et soit H le pied de la hauteur issue de A. Ona: -
BC? = AB? + AC? ;- AH x BC = AB x AC ;- AH? = HB x HC ;- AB? =
BH x BC ;- AC? = CH x CB.
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1
D'ou viennent-elles ? La deuxiéme exprime de deux facons l'aire du triangle : — AB X AC et

1
3 AH x BC. Les trois derniéres viennent de triangles semblables : ABH et C AH pour la
troisieme, ABC' et HB A pour la quatriéme, ABC et HAC pour la cinquiéme.

En ajoutant les deux derniéres, on retrouve le théoréme de Pythagore : AB? + AC? = BC X
(BH + CH) = BC2.

Le triangle de c6tés 3, 4 et 5 et sa hauteur.

Un triangle ABC rectangle en A, posé sur son hypoténuse [BC] : B est a
gauche, C a droite, A au-dessus. Les cotés mesurent AB = 3, AC =4 et BC =
5. Le point H est le pied de la hauteur issue de A, sur [BC], un peu plus pres

de B que de C.

AVEC L'AIRE

AH x BC = AB x AC

LA HAUTEUR

AH? = HB x HC

LES COTES DE L'ANGLE DROIT

AB?=BH xBC ; AC?*=CH xCB

EXEMPLE TRAITE

Dans un triangle ABC rectangleen A, ona AB = 3 et AC = 4. Calculer BC, AH, BH et CH,
ou H est le pied de la hauteur issue de A.

L'hypoténuse — Le théoreme de Pythagore donne I'hypoténuse.
BC =v3+42=+25=5
La hauteur — Le produit de la hauteur par I'hypoténuse est égal au produit des deux cotés de I'angle
droit.

AB x AC 12
AH = ———=—=24

BC )

Le segment BH — Le carré de AB est le produit de BH par I'hypoténuse.
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AB2_9_18
BC 5 7

Le segment CH — De méme, le carré de AC est le produit de C H par I'hypoténuse. On vérifie que la

BH =

somme des deux segments redonne bien 5.
AC? 16
CH=——=—=32
BC ) ’

BC=5 ; AH=24 ; BH=18 ; (CH=3,2

A ne pas faire: AB?> = BH x HC — AB? = BH x BC. Le produit des deux segments de
I'hypoténuse donne le carré de la hauteur. Pour un coté de I'angle droit, on multiplie son segment par

I'nypoténuse entiere.

27. APPLICATION

Un probleme pour aller plus loin : la formule de Héron

CE QU’IL DIT

Ki ta3ref les trois cOtés mta3 triangle, w ma ta3ref 7atta angle, kifech te7seb l'aire ? B la formule de
Héron. Nsammiw p le demi-périmetre, ya3ni noss la somme mta3 les trois cotés. W I'aire hiya : racine
carrée du produit de p, par la parenthése p moins a, par la parenthese p moins b, et par la parenthese p
moins ¢. Mnin tji ? Nabdew men I'aire égale un demi de a b fois sinus de I'angle C, w n3awdhou le
cosinus b le théoreme d'El-Kashi, w les identités remarquables ykammlou el 5edma. Mathalan, triangle
les cotés mte3ou cing, sept w huit : p égale dix, w I'aire égale racine carrée de trois cents, ya3ni dix
racine carrée de trois.

. la formule de Héron 5 ¢ l'aire cuusi yulasS « angle > )= b triangle . w glis les trois cotés =i S
racine carrée du : s les trois cotés . w l'aire glio la somme ai sy « p le demi-périmetre grouui
produit de p . par la parenthése p moins a . par la parenthese p moins b . et par la parenthése p moins c
le 5 le cosinus g.o3=i 'aire égale un demi de a b fois sinus de I'angle C . W (1o gl § (2 (o .

cing . sept gclio triangle les cotés . Wis . doazll glas, théoreme d'El-Kashi . w les identités remarquables

. dix racine carrée de trois =y « W huit : p égale dix . w |'aire égale racine carrée de trois cents

Quand tu connais les trois c6tés d'un triangle, et aucun angle, comment calculer l'aire ? Avec la formule de
Héron. On appelle p le demi-périmetre, c'est-a-dire la moitié de la somme des trois cotés. Et l'aire est :
racine carrée du produit de p, par la parenthese p moins a, par la parenthese p moins b, et par la
parenthese p moins c. D'ou vient-elle ? On part de l'aire égale un demi de a b fois sinus de l'angle C, on
remplace le cosinus gréce au théoreme d'El-Kashi, et les identités remarquables font le reste. Par exemple,
pour un triangle de cétés cing, sept et huit : p égale dix, et l'aire égale racine carrée de trois cents, c'est-a-

dire dix racine carrée de trois.

Soit ABC' un triangle. On pose BC' = a, AC' = bet AB = c. On désigne par p son demi-
périmétre, c'est-a-dire 2p = a + b + ¢, et par S son aire.

Formule de Héron d'Alexandrie. S = 1/p(p — a)(p — b)(p — c).
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Elle donne l'aire a partir des trois cOtés seulement, sans aucun angle.

1 ~ _
L'idée de la démonstration. On part de S = 3 absin C, donc 45% = a?b?sin® C = a?b? (1 —

cos? 6) Le théoréme d'El-Kashi donne 2abcos C = a® + b — c?, et les identités remarquables
conduisent a

(a+b+c)a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)=4a’b*sin’C.

Commea+b+c=2p,a+b—c=2(p—c),b+c—a=2(p—a)etc+a—b=2(p—
b), le membre de gauche vaut 16 p(p — a)(p — b)(p — ¢). Le membre de droite vaut 1652 : d'ou
S*=p(p—a)(p—b)(p—c).

LE DEMI-PERIMETRE
a+b+c

p= >

LA FORMULE DE HERON

S=+/plp—a)(p—b)(p—rc)

EXEMPLE TRAITE
Calculer l'aire d'un triangle dont les cotés mesurent 5, 7 et 8.
Le demi-périmétre — On ajoute les trois cOtés, puis on divise par 2.
5+7+8 10
2

Les trois écarts — On retire chaque c6té au demi-périmeétre.

p:

p—a=5 ; p—-b=3 ; p—c=2

La formule — On multiplie les quatre nombres, puis on prend la racine carrée.

S=110x5x3x2=1/300 =103
S =103

A ne pas faire : Pour les cotés 5, 7 et 8 : p = 20 — p = 10. Dans la formule de Héron, p est le demi-

périmétre : la moitié de la somme des trois cOtés.

28. REMARQUE

Pour la culture : le nombre it

CE QU'IL DIT

Nkammlou b chwaya tari5. Men 9dim ez-zmen, el 3olama le7dhou elli les cercles el koll 3andhom 7aja
kif kif : le rapport bin le périmétre w le diametre dima houwa houwa. Le rapport hedha houwa le nombre
pi. W pi mouch rationnel : les décimales mte3ou ma toufech w ma yet3awdouch. Archimede 19a trois

décimales exactes. W Al-Kashi, 3alem kbir met 7awali 3am mille quatre cent trente fi Samarcande, 19a
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seize décimales exactes. W houwa zeda moula le théoreme elli chofneh lyoum. W tawa, b les
ordinateurs, na3rfou des milliards de décimales.
ol le rapport : caxS S sl paaic JSUI les cercles (Al glas) cladsdl o lojdl 0128 (o . &)U & guin glasi
rationnel : les igo le nombre pi. w pi ga [ia le rapport . g& g& Loy le périmeétre w le diametre
S alle « trois décimales exactes . w Al-Kashi &) Archiméde . jigaglais bo w logi o gclio décimales
le (Jgo 851) g seize décimales exactes . w &) . Samarcande s mille quatre cent trente ple (Jlg=> Olo
. des milliards de décimales g¢,=i « les ordinateurs 5 « I35 w . pgu) olics Ul théoreme
Terminons par un peu d'histoire. Depuis ['Antiquité, les savants ont remarqué que tous les cercles ont
quelque chose en commun : le rapport entre le périmetre et le diametre est toujours le méme. Ce rapport
est le nombre pi. Et pi n'est pas un rationnel : ses décimales ne s'arrétent jamais et ne se répétent pas.
Archimede en a trouvé trois décimales exactes. Et Al-Kashi, un grand savant mort vers mille quatre cent
trente a Samarcande, en a trouvé seize décimales exactes. C'est aussi lui qui a donné son nom au théoreme
que nous avons vu aujourd'hui. Et de nos jours, avec les ordinateurs, on connait des milliards de décimales.

Depuis I'Antiquité, les mathématiciens ont remarqué que tous les cercles ont quelque chose en
commun : le rapport entre le périmeétre et le diametre est fixe. Ce rapport est donné par le réel 7.
7 n'est pas un rationnel. La recherche de ses décimales a toujours été un enjeu pour la science :

* une décimale exacte pour les Babyloniens et les Egyptiens, 2000 ans avant J.-C. ;

* 3 décimales exactes pour Archimede, 250 ans avant J.-C. ;

16 décimales exactes pour Al-Kashi, mort vers 1430 ;

100 décimales pour Machin en 1706 ;

1000 décimales en 1949 ;

un million de décimales en 1973.

Aujourd'hui, a I'aide d'ordinateurs de plus en plus puissants, on peut déterminer des milliards de
décimales de 7.

Al-Kashi Jamsheddine, mort vers 1430 a Samarcande, est I'un des grands savants arabes, astronome
et mathématicien. Il a dirigé pendant de longues années I'observatoire de Samarcande et il a établi
des tables astronomiques d'une extraordinaire précision. Son ouvrage le plus célebre est « Mifteh El

Hissab », La clef de I'arithmétique.

e ™\
A RETENIR

CE QU’IL DIT EN L'ECRIVANT

Hedha elli lezmek tetfakkrou :

: o340 elojV Ul s

Voici ce qu'il faut retenir :
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1. Sur le demi-cercle trigonométrique, le point M tel que m = (¢ a pour coordonnées
(cosa,sina); —1 <cosa<let0 <sina < 1.
3la le demi-cercle trigonométrique, le point M 3andou I'abscisse cosinus de alpha, w I'ordonnée
sinus de alpha. Le cosinus bin moins un w un, w le sinus bin zéro w un.
Sur le demi-cercle trigonométrique, le point M a pour abscisse cosinus de alpha et pour ordonnée

sinus de alpha. Le cosinus est entre moins un et un, et le sinus entre zéro et un.

2. Angles supplémentaires : cos(m — &) = — cos x et sin(m — ) = sin . Angles
™ : L (T
complémentaires : cos (5 — 33) = sSInz et sin (5 — {II) = COS .

Les angles supplémentaires : nafs le sinus, w les cosinus opposés. Les angles complémentaires : le
sinus w le cosinus yetbedlou.

Les angles supplémentaires ont le méme sinus et des cosinus opposés. Les angles complémentaires
échangent leur sinus et leur cosinus.

sin o S

3.tana = pour 0 < a < 7.

COS & Sin &
La tangente hiya le sinus sur le cosinus, w lezem alpha différent de pi sur deux. La cotangente hiya

™ co
pour o # §;c0ta=

le cosinus sur le sinus, w lezem alpha bin zéro w pi, w ma ysewich la zéro la pi.
La tangente est le sinus sur le cosinus, pour alpha différent de pi sur deux. La cotangente est le
cosinus sur le sinus, pour alpha strictement entre zéro et pi.

1
——etl+cot’z =

cos?

4. Relations fondamentales : cos? z + sin® z = 1,1+ tan?z =

1
2

Sin- x
Les relations fondamentales : le carré du cosinus plus le carré du sinus égale un. Un plus le carré de
la tangente égale un sur le carré du cosinus. W un plus le carré de la cotangente égale un sur le
carré du sinus.
Les relations fondamentales : le carré du cosinus plus le carré du sinus égale un. Un plus le carré de la
tangente égale un sur le carré du cosinus. Et un plus le carré de la cotangente égale un sur le carré du

stnus.

a b C

. n = . =3 = . - = 2R.
sinA sinB sinC
La loi du sinus : a sur sinus de I'angle A, égale b sur sinus de I'angle B, égale c sur sinus de I'angle C,

5. Loi du sinus :

égale deux R. W R houwa le rayon mta3 le cercle circonscrit.
La loi du sinus : a sur sinus de l'angle A, égale b sur sinus de l'angle B, égale c sur sinus de l'angle C,

égale deux R, ou R est le rayon du cercle circonscrit.

1 ~ abc
6. Aire d'un triangle: § = = bcsin A = —.
2 2 4R
L'aire mta3 triangle : S égale un demi de b ¢, fois sinus de I'angle A. W zeda S égale a b ¢ sur quatre

R.

L'aire d'un triangle : S égale un demi de b c, fois sinus de l'angle A. Et aussi S égale a b c sur quatre R.
7. Théoréme d'El-Kashi : a® = b® + ¢ — 2bccos A.

Le théoreme d'El-Kashi : a au carré égale b au carré plus c au carré, moins deux b c fois cosinus de

I'angle A.
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Le théoreme d'El-Kashi : a au carré égale b au carré plus c au carré, moins deux b c fois cosinus de

l'angle A.

8. Triangles isométriques : cOtés deux a deux égaux. Triangles semblables : angles deux a deux
égaux, donc cOtés proportionnels.
Les triangles isométriques 3andhom nafs les cotés. Les triangles semblables 3andhom nafs les
angles, w les cotés mte3hom proportionnels.
Les triangles isométriques ont les mémes coteés. Les triangles semblables ont les mémes angles, et

leurs c6tés sont proportionnels.

9. Triangle rectangle en A, de hauteur [AH|: AH?> = HB x HC, AB?> = BH x BC,
AC? =CH x CBet AH x BC = AB x AC.
Fi le triangle rectangle en A, w H le pied de la hauteur : AH au carré égale HB fois HC. AB au carré
égale BH fois BC. AC au carré égale CH fois CB. W AH fois BC égale AB fois AC.
Dans le triangle rectangle en A, avec H le pied de la hauteur : A H au carré égale H B fois H C. A B au
carré égale B H fois B C. A C au carré égale C H fois C B. Et A H fois B C égale A B fois A C.

CE QU'IL DIT EN REFERMANT

Hakka kammelna trigonométrie et mesure des grandeurs. Tfakker : le cosinus houwa l'abscisse w le sinus
houwa l'ordonnée, 3la le demi-cercle trigonométrique. 9bal ma te5tar valeur, chouf le signe : I'angle aigu
walla obtus. W fi triangle quelconque, koll c6té yemchi m3a I'angle elli 9beltou : fi la loi du sinus, w fi le

théoréme d'El-Kashi. Yalla lel exercices.

I'ordonnée ¢a I'abscisse w le sinus ¢& le cosinus : ;347 . trigonométrie et mesure des grandeurs LlsS B
6 obtus . w Vg le signe : I'angle aigu 4. « valeur )lizi Lo Jis . le demi-cercle trigonométrique Jec
le théoreme d'El- o la loi du sinus . w o : gULs Ul I'angle go (itey cOté JS . triangle quelconque
. exercices J c(i‘Jl;_ . Kashi
Voila, nous avons terminé trigonométrie et mesure des grandeurs. Retiens : le cosinus est 'abscisse et le
sinus est l'ordonnée, sur le demi-cercle trigonométrique. Avant de choisir une valeur, regarde le signe :
l'angle est-il aigu ou obtus. Et dans un triangle quelconque, chaque c6té va avec l'angle qui lui fait face :
dans la loi du sinus, et dans le théoreme d'El-Kashi. Allons aux exercices.

Questions fréquentes — ses réponses toutes prétes

Quand un éléve tape une de ces questions pendant le cours, cette réponse part aussitot, avec sa voix, sans passer
par le modele. Les formulations sont celles qu'on reconnatt.

QUESTION 1 - POUR COMPRENDRE : LE DEMI-CERCLE TRIGONOMETRIQUE

c'est quoi le demi-cercle trigonométrique chnowa le demi-cercle trigonométrique

demi-cercle trigonométrique ma3neha chnowa ' définition du demi-cercle trigonométrique

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

A(1,0) ; B(0,1) ; A'(-1,0)
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CE QU'IL REPOND
Ne5dhou repére orthonormé : O, A w B, w A" houwa le symétrique mta3 A par rapport a O. Le demi-
cercle trigonométrique houwa le demi-cercle elli le diametre mte3ou $[AA']$, w elli yet3adda men B. Le
rayon mte3ou 1, w koll point 3lih y9ablou réel we7ed bin 0 w $\pi$.
A par rapport a O . le demi-cercle glio le symétrique ga repere orthonormé : O . Aw B . w A prime g5l
gclio B . le rayon ;o sisiy (I A A prime . w gclio le diametre I le demi-cercle ga trigonométrique
.Zéro w pi w i>lg réel gllay aule point JS un.w
On prend un repeére orthonormé : O, A et B, et A prime est le symétrique de A par rapport a O. Le demi-
cercle trigonométrique est le demi-cercle de diametre A A prime qui passe par B. Son rayon vaut un, et a

chacun de ses points correspond un seul réel entre zéro et pi.

QUESTION 2 - COSINUS ET SINUS D'UN REEL
c'est quoi le cosinus d'un réel chnowa le cosinus mta3 réel alpha définition du cosinus et du sinus

le cosinus c'est I'abscisse ou I'ordonnée

CE QU'IL ECRIT AU TABLEAU

M(cosa, sina)

CE QU’IL REPOND
Ne5dhou réel $\alpha$ bin 0 w $\pi$, w M houwa le point mta3 le demi-cercle trigonométrique elli
ya3tina $\widehat{AOM} = \alpha$. Le cosinus mta3 $\alpha$ houwa I'abscisse mta3 M, w le sinus mta3
$\alpha$ houwa I'ordonnée mta3 M. Bech ma taghlatch : le cosinus na9rawh 3la I'axe horizontal, w le
sinus 3la |'axe vertical.
I'angle A L=y Ul le demi-cercle trigonométrique glio le point g zéro w pi . w M ¢ réel alpha gisU
.M gl I'ordonnée g alpha glic M . w le sinus glis I'abscisse ga alpha glic O M égale alpha . le cosinus
. I'axe vertical iJec I'axe horizontal . w le sinus (Je oglyai le cosinus : jidhli b il
On prend un réel alpha entre zéro et pi, et M est le point du demi-cercle trigonométrique tel que l'angle A
O M égale alpha. Le cosinus de alpha est l'abscisse de M, et le sinus de alpha est l'ordonnée de M. Pour ne

pas te tromper : le cosinus se lit sur l'axe horizontal, et le sinus sur l'axe vertical.

QUESTION 3 - COSINUS ET SINUS D'UN REEL
le sinus peut étre négatif ? | | sinus ynajjem ykoun négatif ? | | 3lech le sinus dima positif

pourquoi le sinus est toujours positif entre 0 et pi

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
0<sina<1

CE QU’'IL REPOND

Fi el chapitre hedha, $\alpha$ dima bin 0 w $\pi$, donc le point M dima 3la le demi-cercle, fou9 le

diameétre. L'ordonnée mte3ou ma tnajjemch tkoun négative : $0 \le \sin \alpha \le 1$. Elli ynajjem ykoun

Maths a la carte — Trigonométrie et mesure des grandeurs - fiche de relecture



négatif houwa le cosinus, ki I'angle obtus.
le diametre . §49 « le demi-cercle yJec Loy> zéro w pi « donc le point M ¢ leyd alpha . 13a chapitre JI
le g négatif ;950 3y I . zéro w un ;u lay> négative : le sinus ;S5 Lieii o gclio I'ordonnée
. I'angle obtus S . cosinus

Dans ce chapitre, alpha est toujours entre zéro et pi : le point M reste donc sur le demi-cercle, au-dessus du
diametre. Son ordonnée ne peut pas étre négative : le sinus est toujours entre zéro et un. Celui qui peut étre

négatif, c'est le cosinus, quand l'angle est obtus.

QUESTION 4 - COSINUS ET SINUS D'UN REEL

pourquoi le cosinus d'un angle obtus est négatif = 3lech cosinus négatif ki I'angle obtus

cosinus d'un angle obtus kifech le cosinus peut étre négatif ?
CE QU'IL ECRIT AU TABLEAU
g<a§7r:>—1§cosa<0
CE QU’IL REPOND
Le cosinus houwa I'abscisse mta3 le point M. Ki I'angle aigu, M 3al ymin mta3 la droite (OB), w I'abscisse
positive. Ki I'angle obtus, M yet3adda lel ysar, w |'abscisse twalli négative. Donc le cosinus mta3 angle
obtus négatif, w houwa bin $-1$ w 0.
la droite O B . w 'abscisse glio ;uoul e I'angle aigu « M S . le point M ¢lis I'abscisse g& le cosinus
angle obtus glis négative . donc le cosinus Jgi w I'abscisse . )luyl) sixiy I'angle obtus . M S . positive
. MoiNs un w zéro ;,u g négatif . w
Le cosinus est l'abscisse du point M. Quand l'angle est aigu, M est a droite de la droite O B, et son abscisse
est positive. Quand l'angle est obtus, M passe a gauche, et son abscisse devient négative. Le cosinus d'un

angle obtus est donc négatif, entre moins un et zéro.

QUESTION 5 - ANGLES SUPPLEMENTAIRES
c'est quoi deux angles supplémentaires chnowa les angles supplémentaires

cosinus et sinus de deux angles supplémentaires angles supplémentaires 3andhom nafs le sinus ?
CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
sin(m — z) = sinz

cos(m —x) = —cosz

CE QU’IL REPOND
Deux angles supplémentaires, ma3neha la somme mte3hom $\pi$, ya3ni 180 degrés. 3andhom nafs le
sinus, w les cosinus opposés : $\sin(\pi - x) = \sin x$, w $\cos(\pi - x) = -\cos x$. Mathalan $\cos
\dfrac{2\pi}{3} = -\cos \dfrac{\pi{3} = -\dfrac{1}{2}$.
UM adadic . cent quatre-vingts degrés (uisy . pi egelio la somme aliso « deux angles supplémentaires
le sinus . w les cosinus opposés : sinus de pi moins x égale sinus de x . w cosinus de pi moins x égale
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mMoins un sy . cosinus de deux pi sur trois égale moins cosinus de pi sur trois Wie . moins cosinus de x
. demi
Deux angles supplémentaires ont une somme égale a pi, c'est-a-dire cent quatre-vingts degrés. Ils ont le
méme sinus et des cosinus opposés : sinus de pi moins x égale sinus de x, et cosinus de pi moins x égale
moins cosinus de x. Par exemple, cosinus de deux pi sur trois égale moins cosinus de pi sur trois, c'est-a-

dire moins un demi.

QUESTION 6 - ANGLES COMPLEMENTAIRES
c'est quoi deux angles complémentaires chnowa les angles complémentaires

cosinus et sinus de deux angles complémentaires angles complémentaires kifech na7seb le sinus

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

7T .
COS 5 — X)) =8I

. T
Sin 5—3: = COST

CE QU’IL REPOND
Deux angles complémentaires, ma3neha la somme mte3hom $\dfrac{\pi}{2}$, ya3ni 90 degrés. Le sinus
w le cosinus yetbedlou : $\cos\left(\dfrac{\pi}{2} - x\right) = \sin x$, w $\sin\left(\dfrac{\pi{2} - x\right) =
\cos x$. Mathalan $\cos \dfrac{\pi{3} = \sin \dfrac{\pi}{6} = \dfrac{1}{2}$.
quatre-vingt-dix degrés . le («isy « pi sur deux agclio la somme aliso « deux angles complémentaires
cosinus de pi sur deux moins x égale sinus de x « w sinus de pi sur deux moins : gJoli sinus w le cosinus
.un demi jq3Jl . cosinus de pi sur trois égale sinus de pi sur six o . x égale cosinus de x
Deux angles complémentaires ont une somme égale a pi sur deux, c'est-a-dire quatre-vingt-dix degrés.
Leur sinus et leur cosinus s'échangent : cosinus de pi sur deux moins x égale sinus de x, et sinus de pi sur
deux moins x égale cosinus de x. Par exemple, cosinus de pi sur trois égale sinus de pi sur six : les deux

valent un demi.

QUESTION 7 - ANGLES COMPLEMENTAIRES

chnowa el far9 bin supplémentaires w complémentaires
différence entre angles supplémentaires et complémentaires

supplémentaires w complémentaires kifech nfarrad binethom | | je confonds supplémentaires et complémentaires

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

cos(m —x) = —cosx
7T .
cos (- —x) =sinz
2
CE QU'IL REPOND

Les supplémentaires, la somme mte3hom $\pi$ : nafs le sinus, w le cosinus ybaddel le signe. Les
complémentaires, la somme mte3hom $\dfrac{\pi}{2}$ : le sinus w le cosinus yetbedlou, men ghir signe
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moins. Bech tetfakker : le signe moins yji ken m3a $\pi$, w et-tabdil yji m3a $\dfrac{\pi}{2}$.
le signe . les complémentaires J3iy le sinus . w le cosinus Luaj : pi pgeclio les supplémentaires . la somme
le signe : 3415 Ll . signe moins ¢ o « ¢Jaliiy pi sur deux : le sinus w le cosinus agclic « la somme
. pi sur deux go e Juaudl pi c W go (S =y moins
Pour les supplémentaires, la somme vaut pi : méme sinus, et le cosinus change de signe. Pour les
complémentaires, la somme vaut pi sur deux : le sinus et le cosinus s'échangent, sans signe moins. Pour

t'en souvenir : le signe moins ne vient qu'avec pi, et ['échange vient avec pi sur deux.

QUESTION 8 - TANGENTE ET COTANGENTE

c'est quoi la tangente d'un réel chnowa la tangente mta3 alpha définition de la tangente

tangente ma3neha chnowa

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

sin o
tanoa =

COS &

CE QU’'IL REPOND

La tangente mta3 $\alpha$ hiya $\dfrac{\sin \alpha}{\cos \alpha}$. Lezem $\alpha$ ykoun bin 0 w $\pi$,
w différent de $\dfrac{\pi}{2}$. Fi le triangle rectangle, hiya le c6té opposé sur le c6té adjacent. W le
signe mte3ha kif le signe mta3 le cosinus : positive ki I'angle aigu, w négative ki I'angle obtus.

zéro w pi . w différent ;. 950 alpha o3V . sinus de alpha sur cosinus de alpha & alpha glis la tangente
xS lgelio le cOté opposé sur le coté adjacent . w le signe o . le triangle rectangle s . de pi sur deux
. I'angle obtus S I'angle aigu . w négative S le cosinus : positive glio le signe

La tangente de alpha est sinus de alpha sur cosinus de alpha. Il faut que alpha soit entre zéro et pi, et
différent de pi sur deux. Dans le triangle rectangle, c'est le c6té opposé sur le c6té adjacent. Et son signe est

celui du cosinus : positive quand l'angle est aigu, négative quand il est obtus.

QUESTION 9 - TANGENTE ET COTANGENTE
c'est quoi la cotangente chnowa la cotangente mta3 alpha définition de la cotangente

cot alpha ma3neha chnowa

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
COos &

cota = —
sin o
CE QU'IL REPOND
La cotangente mta3 $\alpha$ hiya $\dfrac{\cos \alpha}{\sin \alpha}$. Lezem $\alpha$ ykoun bin 0 w
$\pi$, w ma ysewich la 0 la $\pi$, 5ater le sinus ghadi 0. Nektbouha $\cot \alpha$. Fi le triangle
rectangle, hiya le coté adjacent sur le c6té opposé. Mathalan $\cot \dfrac{\pi{2} = 05.
lo zéro w pi « W gy 930 alpha 3V . cosinus de alpha sur sinus de alpha & alpha ¢lis la cotangente
le coté . le triangle rectangle o . cot alpha aguisi . zéro sl le sinus ybls .« pi ¥ zéro N iy gluy
. la cotangente de pi sur deux égale zéro \is . adjacent sur le coté opposé
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La cotangente de alpha est cosinus de alpha sur sinus de alpha. Il faut que alpha soit strictement entre zéro
et pi, car le sinus s'annule en zéro et en pi. On la note cot alpha. Dans le triangle rectangle, c'est le c6té
adjacent sur le coté opposé. Par exemple, la cotangente de pi sur deux égale zéro.

QUESTION 10 - TANGENTE ET COTANGENTE
pourquoi la tangente de pi sur 2 n'existe pas 3lech tangente de pi sur 2 mouch mawjouda tan de pi sur 2 existe ?

la tangente n'est pas définie en pi sur 2 pourquoi
CE QU'IL ECRIT AU TABLEAU
T
cos— =0
2
CE QU'IL REPOND

La tangente hiya le sinus sur le cosinus. W $\cos \dfrac{\pi{2} = 0%, w ma najjmouch na9smou 3la 0.
Donc $\tan \dfrac{\piH{2}$ ma hich mawjouda. 3la el figure, ki $\alpha = \dfrac{\pi}{2}$, la droite (OM)
paralléle a la tangente fi A, w ma t9osshech. Ama fi $0$ w fi $\pi$, la tangente mawjouda w tsewi $05%.
wde gouudi igei b le sinus sur le cosinus . w cosinus de pi sur deux égale zéro . w & la tangente
alpha égale pi sur deux . la droite S « figure JI (e . 859290 Liud Lo zéro . donc tangente de pi sur deux
2610 Sglui W 839290 pi « la tangente (s zéro w 6 Lol . islgiadi Lo A w 6 O M paralléle a la tangente

La tangente est le sinus sur le cosinus. Or cosinus de pi sur deux égale zéro, et on ne divise pas par zéro. La
tangente de pi sur deux n'existe donc pas. Sur la figure, quand alpha égale pi sur deux, la droite O M est

parallele a la tangente en A : elle ne la coupe pas. En zéro et en pi, en revanche, elle existe et vaut zéro.

QUESTION 11 - TANGENTE ET COTANGENTE

chnowa el far9 bin tangente w cotangente différence entre tangente et cotangente

la cotangente c'est I'inverse de la tangente ? tangente w cotangente chnowa el 3ala9a binethom

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

tana X cota =1

CE QU’'IL REPOND

La tangente hiya le sinus sur le cosinus, w la cotangente hiya le cosinus sur le sinus : ya3ni maSloubin. Ki
ez-zouz mawjoudin, $\cot \alpha = \dfrac{1}{\tan \alpha}$, w le produit mte3hom 1. Ama rodd belek : fi
$\dfrac{\pi}{2}$, la cotangente 0 w la tangente ma hich mawjouda.

oS . oMglie =y le cosinus sur le sinus & le sinus sur le cosinus . w la cotangente  la tangente
pi sur (6 : Ul 3) Lol . un agelio la tangente . w le produit glis I'inverse . la cotangente « ;ude>g0 joi!

. 839>90 Liud o deux . la cotangente zéro w la tangente

La tangente est le sinus sur le cosinus, et la cotangente est le cosinus sur le sinus : l'une est l'autre
renversée. Quand les deux existent, la cotangente est l'inverse de la tangente, et leur produit vaut un. Mais

attention : en pi sur deux, la cotangente vaut zéro et la tangente n'existe pas.
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QUESTION 12 - LIGNES TRIGONOMETRIQUES DES ANGLES REMARQUABLES

comment retenir les valeurs des angles remarquables kifech na7fedh le tableau des angles remarquables

angles remarquables chnowa homa les valeurs remarquables de cosinus et sinus

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
. 1 V2 3

sin: 0, =, —, —, 1

27 2 2

CE QU’IL REPOND

Les angles remarquables houma 0, $\dfrac{\pi}{6}$, $\dfrac{\pi}{4}$, $\dfrac{\pi}{3}$ w $\dfrac{\pi}{2}$. Le

sinus yotla3 : 0, $\dfrac{142}$, $\dfrac{\sqrt{2}}{2}$, $\dfrac{\sqrt{3}12}$, w 1. W le cosinus nafs les

valeurs ama bel ma9loub : men 110. W | $\dfrac{\pi{4}$, ez-zouz kif kif.

: &by zéro . pi sur six . pi sur quatre . pi sur trois w pi sur deux . le sinus loga les angles remarquables
_4ai zéro « un demi . racine carrée de deux sur deux . racine carrée de trois sur deux . w un . w le cosinus
.S S 59301 « pi sur quatre J zéro . wJ un e : wgliall Lol les valeurs
Les angles remarquables sont zéro, pi sur six, pi sur quatre, pi sur trois et pi sur deux. Le sinus monte : zéro,
un demi, racine carrée de deux sur deux, racine carrée de trois sur deux, et un. Et le cosinus prend les

mémes valeurs dans l'ordre inverse : de un a zéro. Pour pi sur quatre, les deux sont égaux.

QUESTION 13 - LIGNES TRIGONOMETRIQUES DES ANGLES REMARQUABLES

pourquoi un sinus donne deux solutions 3lech sinus ya3ti zouz solutions

sin x égale un demi combien de solutions sinus w zouz valeurs kifech

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

sinx:l — x:7—roux:5—ﬂ-
2 6 6
CE QU’IL REPOND

Le sinus houwa I'ordonnée. W 3la le demi-cercle, thamma zouz points 3andhom nafs I'ordonnée : we7ed
3al ymin w we7ed 3al ysar. Donc ki na3rfou le sinus, nal9aw zouz réels : $x$ w $\pi - x$. Mathalan $\sin x
= \dfrac{1}{2}$ ya3ti $\dfrac{\pi{6}$, walla $\dfrac{5\pi}{6}$. Ken ki le sinus ysewi $1$, thamma point
we7ed bark, w réel we7ed : $\dfrac{\pi}{2}$. W le cosinus bel3aks, ya3ti réel we7ed bark.

W aedl (e aslg 1 l'ordonnée juai e aic points jgj dad « le demi-cercle Je I'ordonnée . w g& le sinus
sinus de x égale un demi Wio . réels : x w pi moins x jgj glali « le sinus goy=2i S donc . jLludl e a>lg
pi sur: 3>lg w réel . &y aslg point daj . un soluy le sinus S oIS . cing pi sur six Vg . pi sur six Josy

.y aslg réel yosy « yuS=Jl deux . w le cosinus

Le sinus est l'ordonnée. Et sur le demi-cercle, deux points ont la méme ordonnée : ['un a droite, l'autre a
gauche. Quand on connait le sinus, on trouve donc deux réels : x et pi moins x. Par exemple, sinus de x
égale un demi donne pi sur six, ou bien cing pi sur six. Seule exception : quand le sinus vaut un, il n'y a

qu'un point, et un seul réel, pi sur deux. Le cosinus, au contraire, ne donne qu'un seul réel.
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QUESTION 14 - RELATIONS FONDAMENTALES

c'est quoi la relation fondamentale chnowa les relations fondamentales

pourquoi la relation fondamentale est vraie relation fondamentale ma3neha chnowa

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
cos?r +sin’z =1

CE QU'IL REPOND

La relation fondamentale hiya : $\cos”{2} x + \sin*{2} x = 1$. Tji men le demi-cercle : le point M 3andou
I'abscisse $\cos x$ w I'ordonnée $\sin x§, w $OM = 1$. W menha ntalla3ou zouz o5rin : $1 + \tan*{2} x =
\dfrac{1}{\cos*{2} x}$, w $1 + \cot {2} x = \dfrac{1}{\sin~{2} x}$.

le demi-cercle : ;o =i . le carré du cosinus plus le carré du sinus égale un : g la relation fondamentale

: o3l 595 9=lboi lgio I'abscisse cosinus de x w I'ordonnée sinus de x . w O M égale un . w gaic le point M
un plus le carré de la tangente égale un sur le carré du cosinus . w un plus le carré de la cotangente

. égale un sur le carré du sinus
La relation fondamentale est : le carré du cosinus plus le carré du sinus égale un. Elle vient du demi-cercle :
le point M a pour abscisse cosinus de x et pour ordonnée sinus de x, et O M égale un. On en tire deux
autres : un plus le carré de la tangente égale un sur le carré du cosinus, et un plus le carré de la cotangente
égale un sur le carré du sinus.

QUESTION 15 - D'UN RAPPORT AUX TROIS AUTRES
comment choisir le signe du cosinus kifech na3ref le signe mta3 cosinus le signe du cosinus kifech nal9ah

signe du cosinus quand on connait le sinus
CE QU'IL ECRIT AU TABLEAU

T
O§x<§:>cosm>0

T
§<x§7rzcosaz<0

CE QU’IL REPOND
La relation fondamentale ta3tik le carré du cosinus bark, w yo93edlek le signe. Chouf I'intervalle : ken $x$
bin 0 w $\dfrac{\pi}{2}$, I'angle aigu w le cosinus positif. Ken $x$ bin $\dfrac{\pi}{2}$ w $\pi$, I'angle
obtus w le cosinus négatif. W ken ta3ref la tangente, le cosinus 3andou nafs le signe mte3ha.
ol X oS s llintervalle woguis . le signe ¢llasay w . ¢y le carré du cosinus ¢lnsi la relation fondamentale
pi sur deux w pi . I'angle obtus w le ;wu x 38 . zéro w pi sur deux . I'angle aigu w le cosinus positif
. laclin le signe Luai gaic la tangente . le cosinus woy=i oIS cosinus négatif . w
La relation fondamentale ne te donne que le carré du cosinus : il reste a choisir le signe. Regarde l'intervalle
: si x est entre zéro et pi sur deux, l'angle est aigu et le cosinus est positif. Si x est entre pi sur deux et pi,

l'angle est obtus et le cosinus est négatif. Et si tu connais la tangente, le cosinus a le méme signe qu'elle.
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QUESTION 16 - RELATIONS FONDAMENTALES

que veut dire cos? x cos carré x ma3neha chnowa cos? x c'est cos de x au carré ? chnowa cos carré

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
2

cos’z = (cosx)?
CE QU’'IL REPOND
$\cos”{2} x$ hiya ktiba mo5tasra : ma3neha $(\cos x)*{2}$. Ya3ni te7seb le cosinus 9bal, w ba3d tarf3ou
au carré. Mouch $\cos(x*{2})$. W kif kif | $\sin~{2} x$, $\tan"{2} x$ w $\cot{2} x§.
W . Ji6 le cosinus cuuxi (s . au carré JSJI . cosinus de x liss : 8 rolixe duiS & cosinus carré de x
sinus carré de x . tangente carré de x w J «aiS «a)S le cosinus du carré de x . w jiige . au carré g=o,j iy

. cotangente carré de x

Cosinus carré de x est une écriture abrégée : elle désigne cosinus de x, le tout au carré. Tu calcules donc
d'abord le cosinus, puis tu l'éleves au carré. Ce n'est pas le cosinus du carré de x. Et de méme pour sinus

carré de x, tangente carré de x et cotangente carré de x.

QUESTION 17 - D'UN RAPPORT AUX TROIS AUTRES
comment trouver le cosinus a partir de la tangente kifech nal9a cosinus ki na3ref la tangente

trouver cos et sin sachant tan men la tangente kifech nal9a le sinus

CE QU'IL ECRIT AU TABLEAU
1

cos? x

sinx = tanx X cosx

1+ tan2zx =

CE QU'IL REPOND
Tabda b la relation : $1 + \tan”{2} x = \dfrac{1}{\cos*{2} x}$. Ta3tik le carré du cosinus. Ba3d te5tar le
signe : le cosinus 3andou nafs le signe mta3 la tangente. W fel e5er, $\sin x = \tan x \times \cos x$.
Mathalan $\tan x = 10$ : $\cos*{2} x = \dfrac{1}{101}$.
le carré du ¢lyh=i . la relation : un plus le carré de la tangente égale un sur le carré du cosinus 5 a5
le sinus égale la . y5VI s la tangente . w glis le signe juai gaic le signe : le cosinus ,lizi asy . cosinus
. tangente égale dix : le carré du cosinus un sur cent un Wi . tangente fois le cosinus
Commence par la relation : un plus le carré de la tangente égale un sur le carré du cosinus. Elle te donne le
carré du cosinus. Choisis ensuite le signe : le cosinus a le méme signe que la tangente. Et pour finir, le sinus

égale la tangente fois le cosinus. Par exemple, si la tangente vaut dix, le carré du cosinus vaut un sur cent
un.

QUESTION 18 - LA LOI DU SINUS

c'est quoi la loi du sinus chnowa la loi du sinus loi du sinus ma3neha chnowa a quoi sert la loi du sinus

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
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a b c

sinA sinB sinC

CE QU'IL REPOND

Fi triangle ABC, nsammiw a, b w c les cotés elli 9belet A, B w C. La loi du sinus t9oul : $\dfrac{a}{\sin
\widehat{A}} = \dfrac{b}{\sin \widehat{B}} = \dfrac{c}{\sin \widehat{C}}$. Ya3ni koll c6té m3a le sinus mta3
I'angle elli 9beltou. Nesta3mlouha ki na3rfou coté w zouz angles, bech nal9aw les cotés lo5rin.

asursinus de: Jgdi A Bw C. la loi du sinus dls Ml a.b w cles cotés grawmi « triangle AB C o
¢lio le sinus go cOté JS sy . I'angle A . égale b sur sinus de I'angle B . égale c sur sinus de I'angle C
- o>Vl les cotés glali Lol « angles jgj cOté W g, S dglasiug . gills LI I'angle
Dans un triangle A B C, on appelle a, b et c les c6tés opposés a A, B et C. La loi du sinus dit : a sur sinus de
l'angle A, égale b sur sinus de l'angle B, égale c sur sinus de l'angle C. Chaque cété va donc avec le sinus
de l'angle qui lui fait face. On s'en sert quand on connait un cété et deux angles, pour trouver les autres
coteés.

QUESTION 19 - LOI DU SINUS ET CERCLE CIRCONSCRIT
comment calculer le rayon du cercle circonscrit rayon du cercle circonscrit kifech na7sbou
c'est quoi le cercle circonscrit et son rayon cercle circonscrit w la loi du sinus

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

a
=~ = 2R

sin
abce

4S8
CE QU’IL REPOND

Le cercle circonscrit houwa le cercle elli yet3adda men les trois sommets mta3 le triangle. W le rayon
mte3ou R nal9awh b la loi du sinus : $\dfrac{a}{\sin \widehat{A}} = 2R$. Ya3ni te5ou c6té, ta9smou 3la le
sinus mta3 I'angle elli 9beltou, w ta9sem 3la 2. W 3andek zeda : $R = \dfrac{abc}{4S}$, w S hiya I'aire.

oglali R gclio le triangle . w le rayon glio les trois sommets o sisiy Ul le cercle ga le cercle circonscrit
I'angle glio le sinus e goudi « cOté ¢35 (wisy . la loi du sinus : a sur sinus de I'angle A égale deux R 4
.l'aire & R égale a b c sur quatre S. w S : 85lj Jaic deux . w (e pandi w« gULS I

Le cercle circonscrit est le cercle qui passe par les trois sommets du triangle. Son rayon R se trouve avec la
loi du sinus : a sur sinus de l'angle A égale deux R. Tu prends donc un cété, tu le divises par le sinus de

l'angle opposé, puis par deux. Tu as aussi : R égale a b ¢ sur quatre S, ou S est l'aire.

QUESTION 20 - THEOREME DES BISSECTRICES
c'est quoi le théoréme des bissectrices chnowa le théoréme des bissectrices

la bissectrice coupe le c6té opposé comment bissectrice w le rapport mta3 les cotés

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU
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IB AB
IC AC
CE QU’IL REPOND
Fi triangle ABC, la bissectrice intérieure mta3 I'angle A t9oss le c6té [BC] fi point I. Le théoréme y9oul :

$\dfrac{IBHIC} = \dfrac{ABH{AC}$. Ya3ni ken AB asghar men AC, | a9rab | B. Mathalan ken $AB = 6% w $AC
= 9%, $\dfrac{IB}{IC} = \dfrac{2}{3}$.

I: Jg&y point | . le théoréme s le c6té B C jodi I'angle A glis triangle A B C . la bissectrice intérieure (o
A B égale six w A C égale neuf ;IS Wio . BJ iyl A C. 1 o 420l AB oIS iy . Bsur | C égale AB surAC

.« B'sur| C égale deux sur trois

Dans un triangle A B C, la bissectrice intérieure de l'angle A coupe le c6té B C en un point I. Le théoreme
dit: I Bsur | C égale A B sur A C. Le point | est donc plus pres de B quand A B est plus petit que A C. Par

exemple, si A B égale six et A C égale neuf, | B sur | C égale deux sur trois.

QUESTION 21 - AIRE D'UN TRIANGLE

comment calculer I'aire d'un triangle avec le sinus kifech na7seb I'aire mta3 triangle

formule de l'aire d'un triangle I'aire avec deux cotés et un angle

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

S = %bcsinﬁ

CE QU’'IL REPOND

Te5ou zouz cotés, w I'angle elli binethom. L'aire hiya un demi, fois le produit mta3 ez-zouz cotés, fois le
sinus mta3 I'angle hedheka. Mathalan $S = \dfrac{1}{2}\,bc \sin \widehat{A}$. Rodd belek : I'angle lezem

ykoun bin ez-zouz c6tés elli 5dhithom, mouch angle e5er.
¢lio cotés . fois le sinus jg3l glic un demi . fois le produit w I'aire . pgilin Ul cOtés . w I'angle jgj ¢>U
cOtés jol g uesy oyV I'angle : cL 3, . S égale un demi de b ¢ fois sinus de I'angle A Wis . Klia I'angle
3l angle Gige « pginds Ul
Tu prends deux cétés et l'angle qu'ils forment. L'aire est un demi, fois le produit des deux cétés, fois le sinus
de cet angle. Par exemple, S égale un demi de b c fois sinus de l'angle A. Attention : '‘angle doit étre celui

que forment les deux cotés choisis, pas un autre.

QUESTION 22 - EXEMPLE : L'AIRE D'UN QUADRILATERE

comment calculer ['aire d'un quadrilatére kifech na7seb I'aire mta3 quadrilatere

formule de ['aire d'un quadrilatére avec les diagonales l'aire d'un quadrilatére avec le sinus

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

1
aire(ABCD) = 3 AC x BD x sina

CE QU'IL REPOND
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Te5ou ez-zouz diagonales, w I'angle elli binethom. L'aire mta3 le quadrilatére hiya un demi, fois le
produit mta3 ez-zouz diagonales, fois le sinus mta3 I'angle hedheka. Mathalan | quadrilatere $ABCD$ :
I'aire hiya $\dfrac{1}{2}\,AC \times BD \times \sin \alpha$, w $\alpha$ houwa I'angle mta3 les diagonales.
¢lio un demi . fois le produit  le quadrilatere glio I'aire . agiliu JJI diagonales . w I'angle jg3ll g5l
quadrilatere A B C D : I'aire égale un demi de A C J Wis . Slia I'angle glio diagonales . fois le sinus jg3/!
. les diagonales glio I'angle ga fois B D . fois sinus de alpha . w alpha
Tu prends les deux diagonales et l'angle qu'elles forment. L'aire du quadrilatere est un demi, fois le produit

des deux diagonales, fois le sinus de cet angle. Par exemple, pour un quadrilatere A B C D : l'aire égale un
demi de A C fois B D, fois sinus de alpha, ou alpha est 'angle des diagonales.

QUESTION 23 - THEOREME D'EL-KASHI
c'est quoi le théoréme d'El-Kashi chnowa théoreme El Kashi a quoi sert El-Kashi formule d'El Kashi

CE QU'IL ECRIT AU TABLEAU

a?=b%+c2—2bccos A

CE QU’IL REPOND
Le théoreme d'El-Kashi yorbot les trois cotés mta3 triangle m3a angle : $a”* {2} = b {2} + c* {2} - 2bc \cos
\widehat{A}$. Le coté a w I'angle A 9belet b3adhhom. Nesta3mlouh bech na7sbou cété ki na3rfou zouz
cotés w I'angle elli binethom, walla bech na7sbou angle ki na3rfou les trois cotés.
angle : a au carré égale b au carré plus c au g» triangle glis les trois cotés by le théoreme d'El-Kashi
gz bl oglosiwi . aguasy AUs carré . moins deux b ¢ fois cosinus de I'angle A . le c6té a w I'angle A
. les trois cOtés g6y25 S angle guuxi il Vg . pgilisy (Ul cOtés w I'angle joj g6ys0 S cOté
Le théoreme d'El-Kashi relie les trois cotés d'un triangle a un angle : a au carré égale b au carré plus c au
carré, moins deux b c fois cosinus de l'‘angle A. Le coté a et l'angle A se font face. On s'en sert pour calculer
un cété quand on connait deux cétés et ['angle qu'ils forment, ou pour calculer un angle quand on connait

les trois cotés.

QUESTION 24 - THEOREME D'EL-KASHI

différence entre El-Kashi et Pythagore | = chnowa el far9 bin Kashi w Pythagore El Kashi w Pythagore kif kif ?

Pythagore est un cas particulier d'El-Kashi ?

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

A\zg:>a2:b2+c2
CE QU’IL REPOND
Pythagore ye5dem ken fi le triangle rectangle, w El-Kashi ye5dem fi koll triangle. W Pythagore houwa
cas particulier mta3 El-Kashi : ki I'angle A droit, $\cos \widehat{A} = 0%, w le terme $-2bc \cos
\widehat{A}$ yetna77a. Yo93ed $a~{2} = b~ {2} + c*{2}$.
cas g triangle . w Pythagore JS s paxy le triangle rectangle . w El-Kashi o (IS o2y Pythagore
I'angle A droit . cosinus de I'angle A égale zéro . w le terme moins deux b ¢ S : El-Kashi glio particulier
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.aau carré égale b au carré plus ¢ au carré s=ay . (i fois le cosinus

Pythagore ne fonctionne que dans le triangle rectangle, alors qu'El-Kashi fonctionne dans tout triangle. Et
Pythagore est un cas particulier d'El-Kashi : quand ['angle A est droit, cosinus de ['angle A égale zéro, et le

terme moins deux b c fois le cosinus disparait. Il reste a au carré égale b au carré plus c au carré.

QUESTION 25 - THEOREME D'EL-KASHI

quand utiliser la loi du sinus et quand El-Kashi wa9tech nesta3mel El Kashi w wa9tech la loi du sinus

loi du sinus ou El-Kashi lequel choisir | | El Kashi walla la loi du sinus

CE QU'IL REPOND
Chouf chnowa ta3ref. Ken ta3ref zouz c6tés w I'angle elli binethom, walla les trois cOtés : esta3mel El-
Kashi. Ken ta3ref c6té w zouz angles, walla c6té, I'angle elli 9beltou w coté eSer : esta3mel la loi du sinus.
Ya3ni El-Kashi ki el 5edma m3a les cotés, w la loi du sinus ki 3andek couple : c6té w I'angle opposé
mte3ou.
6y oIS . El-Kashi Jasiwl : les trois ctés Vg . agiliy LI cOtés w l'angle jgj oy ol . <oy=i 85id bgub
4023l S El-Kashi sy . la loi du sinus Jesiwl : 5T w c6té ¢ils I coté . I'angle Vg . angles jq; coté w
. g9clio couple : c6té w I'angle opposé ¢aic S les cotés . w la loi du sinus go
Regarde ce que tu connais. Si tu connais deux cétés et l'angle qu'ils forment, ou bien les trois cotés : utilise
El-Kashi. Si tu connais un cété et deux angles, ou bien un cété, l'angle qui lui fait face et un deuxieme cété :
utilise la loi du sinus. El-Kashi sert donc quand on travaille surtout avec des cétés, et la loi du sinus quand
on a un couple : un cété et son angle opposé.

QUESTION 26 - TRIANGLES ISOMETRIQUES

c'est quoi deux triangles isométriques chnowa triangles isométriques

comment montrer que deux triangles sont isométriques les cas d'isométrie chnowa homa

CE QU'IL REPOND
Zouz triangles isométriques, ma3neha les cotés mte3hom kif kif, zouz zouz. Bech tbarhenha, 3andek
trois cas d'isométrie. Le premier cas : coté égal, bin deux angles égaux. Le deuxiéme cas : angle égal, bin
deux cotés égaux. Le troisieme cas : les trois cotés égaux. W wa9tha les angles mte3hom zeda kif kif.
trois cas Jaic « lgia i bl . jg) jg) « wauS aiS ogelio les cOtés lalizs . triangles isométriques jgj
deux ;,u « deux angles égaux . le deuxieéme cas : angle égal ;u . d'isométrie . le premier cas : coté égal
.S wasS 81l agelio les angles lgisg cOtés égaux . le troisieme cas : les trois cOtés égaux . w
Deux triangles isométriques ont leurs cotés deux a deux égaux. Pour le démontrer, tu as trois cas
d'isométrie. Le premier cas : un cété égal, entre deux angles égaux. Le deuxieme cas : un angle égal, entre

deux cétés égaux. Le troisieme cas : les trois cotés égaux. Et leurs angles sont alors égaux eux aussi.

QUESTION 27 - TRIANGLES SEMBLABLES

Maths a la carte — Trigonométrie et mesure des grandeurs - fiche de relecture



c'est quoi deux triangles semblables chnowa triangles semblables

comment montrer que deux triangles sont semblables triangles semblables ma3neha chnowa

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

CE QU'IL REPOND
Zouz triangles semblables, ma3neha les angles mte3hom kif kif, zouz zouz. W wa9tha les cotés
proportionnels : $\dfrac{a}{a’} = \dfrac{b}{b'} = \dfrac{c}{c'}$. Le rapport hedha houwa le rapport de
similitude. Bech tbarhenha, yekfi tal9a deux angles égaux, 5ater la somme mta3 les angles dima $\pi$.
les cOtés proportionnels : a lgisg W . jgj jgj « wuS aiS sgelio les angles liso . triangles semblables jq;
Jub . le rapport de similitude g& Ii& sur a prime . égale b sur b prime . égale c sur ¢ prime . le rapport
. pi Loy les angles glio la somme ;b5 . deux angles égaux oali (&S « lgion i
Deux triangles semblables ont leurs angles deux a deux égaux. Leurs cétés sont alors proportionnels : a sur

a prime, égale b sur b prime, égale c sur c prime. Ce rapport est le rapport de similitude. Pour le démontrer,
il suffit de trouver deux angles égaux, car la somme des angles vaut toujours pi.

QUESTION 28 - TRIANGLES SEMBLABLES

chnowa el far9 bin isométriques w semblables différence entre triangles isométriques et semblables

isométriques w semblables kif kif ? deux triangles semblables sont-ils isométriques

CE QU'IL REPOND

Les triangles isométriques 3andhom nafs les c6tés : nafs ech-chakl w nafs el 9yes. Les triangles
semblables 3andhom nafs les angles bark : nafs ech-chakl, ama we7ed ynajjem ykoun akbar men le5er.
Donc koll zouz isométriques houma semblables, w le rapport de similitude mte3hom 1. Ama el 3aks
mouch dima s7i7.

les triangles semblables . julial juai w JSuidl juai @ les cOtés juai aaaic les triangles isométriques

logd isométriques jg3 JS donc . 33V ;o ﬂSi 09 e I>lg Lol JSuuil ouai ¢y les angles Luai pdaic
casuo legd Giige sl Lol . un ogclio semblables . w le rapport de similitude

Les triangles isométriques ont les mémes cétés : méme forme et méme taille. Les triangles semblables ont
seulement les mémes angles : méme forme, mais l'un peut étre plus grand que l'autre. Deux triangles
isométriques sont donc toujours semblables, avec un rapport de similitude égal a un. Mais la réciproque

n'est pas toujours vraie.

QUESTION 29 - RELATIONS METRIQUES DANS UN TRIANGLE RECTANGLE

c'est quoi les relations métriques | | chnowa les relations métriques fi triangle rectangle

relations métriques kifech na7fedhhom | = formule de la hauteur dans un triangle rectangle

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

AH? = HB x HC
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AB? — BH x BC
AC?=CH x CB

CE QU'IL REPOND

Fi triangle ABC rectangle en A, w H le pied de la hauteur issue de A, 3andna : $AH~{2} = HB \times HC$.
$ABA{2} = BH \times BC$. $ACA{2} = CH \times CB$. W $AH \times BC = AB \times AC$. Bech
tetfakkarhom : le carré de la hauteur houwa le produit mta3 ez-zouz segments, w le carré mta3 coté
houwa le segment elli b7dheh fois I'hypoténuse.

A H au carré égale H B : Llaic . triangle A B C rectangle en A . w H le pied de la hauteur issue de A (o
fois H C. A B au carré égale B H fois B C. A C au carré égale C H fois C B. w A H fois B C égale A B fois A
le g coOté glio segments . w le carré j93l glio le produit g le carré de la hauteur : a»)3ai5 il . C
. fois I'hypoténuse slix I segment
Dans un triangle A B C rectangle en A, avec H le pied de la hauteur issue de A, on a : A H au carré égale H
B fois H C. A B au carré égale B H fois B C. A C au carré égale C H fois C B. Et A H fois B C égale A B fois A
C. Pour les retenir : le carré de la hauteur est le produit des deux segments, et le carré d'un cété est le

segment voisin fois ['hypoténuse.

QUESTION 30 - UN PROBLEME POUR ALLER PLUS LOIN : LA FORMULE DE HERON
c'est quoi la formule de Héron chnowa formule Héron a quoi sert la formule de Héron
Héron kifech nesta3melha

CE QU’IL ECRIT AU TABLEAU

S=+plp—a)p-b)(p -0

CE QU’IL REPOND
La formule de Héron ta3tik I'aire mta3 triangle ki ta3ref les trois c6tés bark. Te7seb p, le demi-périmetre :
noss la somme mta3 les trois cotés. W I'aire hiya $\sqrt{p(p - a)(p - b)(p - ¢)}$. Mathalan | les cotés 5, 7 w
8:$p = 103, w l'aire $10\sqrt{3}$.
:p « le demi-périmetre cuuxi . ¢y les trois cOtés woy=i S triangle glio I'aire clun=i la formule de Héron
racine carrée du produit de p . par la parenthése p moins & les trois cotés . w l'aire glio la somme oi
les cOtés cing « sept w huit: p J Wi . a . par la parenthese p moins b . et par la parenthése p moins ¢
. égale dix . w l'aire dix racine carrée de trois
La formule de Héron donne ['aire d'un triangle quand on ne connait que ses trois cotés. Tu calcules p, le
demi-périmetre : la moitié de la somme des trois cétés. Et l'aire est racine carrée du produit de p, par la

parenthese p moins a, par la parenthese p moins b, et par la parenthese p moins c. Par exemple, pour les
cOtés cing, sept et huit : p égale dix, et ['aire vaut dix racine carrée de trois.

Les exercices — avec les corrigés
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EXERCICE 1 - BASE Un cosinus négatif

1
Soit z un réel de I'intervalle fermé [0, 7] tel que cos & = —3 Déterminer x.

Ecris la valeur de x en radians, et non en degrés, avec pi.

Réponse attendue : 2*pi/3 — aussi acceptées : 2pi/3

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Le cosinus est négatif : I'angle est-il aigu ou obtus ?

2. Quel angle remarquable a pour cosinus un demi ?

, . . , , . U
3. Deux angles supplémentaires ont des cosinus opposés : prends le supplémentaire de g

CORRECTION
1 . . ﬂ- .
L'angle remarquable — On sait que le cosinus de 3 vaut un demi.

77_1
cos3—2

Le supplémentaire — Deux angles supplémentaires ont des cosinus opposés.
s 1
cos|m— = | =—=

3 2
La valeur de x — Dans l'intervalle fermé [0, 7|, un cosinus ne correspond qu'a un seul réel.
2
!

Un cosinus négatif signale un angle obtus : on passe par le supplémentaire de I'angle remarquable.

PIEGES ANTICIPES

pi/3 — Le cosinus de g vaut plus un demi. Ici le cosinus est négatif : il faut le supplémentaire.

. 4 . : : : .
5*%pi/6 — Le cosinus de F vaut moins racine de trois sur deux, pas moins un demi.

120 / 120° — C'est la mesure en degrés. On demande la mesure en radians : remplace 180 par 7.

EXERCICE 2 - BASE Un sinus, deux angles

Soit & un réel de I'intervalle fermé [0, 7] tel que sin z = > Donner toutes les valeurs possibles

de .

Ecris les deux valeurs entre accolades, séparées par un point-virgule, avec pi.

Réponse attendue : {pi/3;2pi/3} — aussi acceptées : {r/3;21/3} - {pi/3;2*pi/3} - {1/3 pi;2/3 pi} -
{m/3;2*1m/3}

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le sinus est I'ordonnée du point du demi-cercle : combien de points ont cette ordonnée ?

2. Un premier angle est un angle remarquable aigu.
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3. Deux angles supplémentaires ont le méme sinus.
CORRECTION

. . 7T . .
L'angle aigu — Le sinus de 3 vaut racine de trois sur deux.

.o V3
sin — = —
3 2
L'angle obtus — Son supplémentaire a le méme sinus.
. ( 71') .27 \/3
smi{m——) =sin— = —
3 3 2

Dans l'intervalle fermé [0, 7], un sinus strictement compris entre zéro et un correspond toujours a deux réels
supplémentaires.

PIEGES ANTICIPES

™
{pi/3} / pi/3 — Il manque une valeur : le supplémentaire de 5 a le méme sinus.

EXERCICE 3 - BASE Le sinus d'un angle obtus
o

Donner la valeur exacte de sin E

Ecris seulement la valeur exacte, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

( Réponse attendue : 1/2

INDICES, DANS L'ORDRE
, . OT .
1. Ecris ? comme 7 moins un angle remarquable.

2. Deux angles supplémentaires ont le méme sinus.
CORRECTION

T
Le supplémentaire — On reconnait le supplémentaire de s

o T
—_— 7T _— —
6 6
Le sinus — Deux angles supplémentaires ont le méme sinus.
Yy T 1
Sin — = sin — = —
6 6 2

Le sinus ne change pas quand on passe au supplémentaire. C'est le cosinus qui change de signe.

PIEGES ANTICIPES

-1/2 = Sur l'intervalle fermé [0, 7], un sinus n'est jamais négatif. C'est le cosinus qui change de signe.

. . . ™ .
sqrt(3)/2 — Racine de trois sur deux est le cosinus de E, pas son sinus.

5T
-sqrt(3)/2 — C'est le cosinus de F On demande son sinus.

EXERCICE 4 - PRATIQUE Quatre cosinus
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Calcul tiliser la calculatri " + 57T—|— 77T-|— Lm
alculer, sans utiliser la calculatrice, cos — + cos — + cos — + cos ——.
uler utiliser ulatri 1 19 12 1

Ecris seulement le nombre.

Réponse attendue : 0

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Cherche, parmi les quatre angles, ceux dont la somme vaut 7.
117 T T o

20na — =71 — —et— =

12 12512 T 12

3. Deux angles supplémentaires ont des cosinus opposés.

CORRECTION

Les paires — On regroupe les angles supplémentaires.

117 T T 5%
COSH:—COSE 3 COSE:—COSE
La somme — Les termes s'éliminent deux a deux.

™ 5w 5% T
cosﬁ —|—COSE —cosﬁ —cosﬁ =0

On n'a besoin d'aucune valeur : il suffit de repérer les angles supplémentaires.

PIEGES ANTICIPES

2*cos(pi/12)+2*cos(5*pi/12) — Deux angles supplémentaires n'ont pas le méme cosinus
cosinus opposés.

EXERCICE 5 - PRATIQUE Projeter une longueur

:ils ont des

Dans la figure, les points A, B et D sont alignés, les points A, C' et E sont alignés, et les droites
(BC) et (DE) sont perpendiculaires a la droite (AD). On donne CE = 12 et CAB = 30°.

Calculer BD.
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o ] [

CE = 12 et I'angle en A mesure 30°.

Une droite horizontale porte, de gauche a droite, les points A, B et D. Une
demi-droite part de A en montant vers la droite, avec un angle de 30 degrés :
elle porte les points C puis E. Le point C est a la verticale de B, le point E a la

verticale de D. Des équerres marquent les angles droits en B et en D. Le
segment [CE] mesure 12.

Donne la valeur exacte de BD.

{ Réponse attendue : 6*sqrt(3) — aussi acceptées : 6V3 - sqrt(108)

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Exprime AB en fonction de AC', puis AD en fonction de AF, avec le cosinus de 30 degrés.
2. La distance BD est la différence entre AD et AB.
3.0nobtient BD = (AE — AC) x cos30°,et AE — AC = CE.

CORRECTION

Deux triangles rectangles — Dans les triangles ABC' et ADE, rectangles en B et en D, le c6té adjacent &
I'angle de 30 degrés est I'hypoténuse fois le cosinus.

AB = AC x cos30° ; AD = AE X cos 30°
La différence — On soustrait, et on met le cosinus en facteur.
BD = AD — AB = (AE — AC) X cos 30° = CE x cos 30°

Le calcul —

BD:12><?:6\/§

Projeter un segment sur une droite, c'est multiplier sa longueur par le cosinus de I'angle qu'il fait avec cette
droite.

PIEGES ANTICIPES

6 — Tu as multiplié par le sinus de 30 degrés. Le segment [BD] est du c6té adjacent a I'angle : il faut le
cosinus.
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EXERCICE 6 - RAISONNEMENT Le périmétre du polygone

Dans la figure, ABC' est un triangle isocéle rectangle en A, BC'D est un triangle équilatéral, et
BDE est un triangle rectangle en B. On donne DE = 4 et BED = 30°. Calculer le périmétre
du polygone ABEDC.

DE = 4 et I'angle en E mesure 30°.

Trois triangles accolés. Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A : A est en
bas a gauche, B a sa droite, C au-dessus de A. Sur le cété [BC], vers
l'extérieur, est construit le triangle équilatéral BCD : D est en haut a droite.
Sur le coté [BD], vers l'extérieur, est construit le triangle BDE, rectangle en B :
E est loin a droite, en bas. L'angle en E mesure 30 degrés et le coté [DE]
mesure 4.

Donne la valeur exacte du périmetre.

Réponse attendue : 6+2*sqrt(2)+2*sqrt(3) — aussi acceptées : 6+2vV2+2V3 J

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Commence par le triangle BDE': avec I'angle de 30 degrés et I'nypoténuse DE calcule BD et BE.
2. Le triangle BC'D est équilatéral : BC = CD = BD.

3. Dans le triangle ABC, isocéle rectangle, I'hypoténuse BC vaut AB x /2.
CORRECTION

Le triangle BDE — Il est rectangle en B : BD est en face de I'angle de 30 degrés, BE lui est adjacent.
BD =4xsin30°=2 ; BE =4xcos30° =23

Le triangle BCD — Il est équilatéral.
BC=CD=BD =2
Le triangle ABC — Il est isocéle rectangle en A : chaque c6té de I'angle droit vaut I'hypoténuse fois le cosinus

de 45 degrés.

AB:AC=2X§:\/§

Le périmétre — On ajoute les cing c6tés du polygone.
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V242344 4+24+/2=6+2v2+23

Les segments [BC et [BD] sont a l'intérieur du polygone : ils ne comptent pas dans le périmétre.

PIEGES ANTICIPES
8+2*sqrt(2)+2*sqrt(3) — Tu as compté un segment intérieur. Le périmétre ne prend que AB, BE, ED,

DC et CA.

EXERCICE 7 - PRATIQUE La distance du Soleil a Vénus

Depuis la Terre T', on observe le Soleil S et Vénus V. On suppose que la trajectoire de Vénus est un
cercle de centre S. Lorsque la droite (T'V') est tangente a cette trajectoire, I'angle STV mesure
48°. La distance Terre-Soleil T'S est estimée a 150 millions de kilométres. Calculer la distance Soleil-
Vénus SV, en millions de kilométres, arrondie a I'unité. On prendra 0,743 pour le sinus de 48

degrés.

48

La tangente (TV) est perpendiculaire au rayon [SV].

Un cercle de centre S représente la trajectoire de Vénus. Le point T, la Terre,

est a gauche, a l'extérieur du cercle. La droite (TV) est tangente au cercle au

point V, en haut a gauche du cercle. Le triangle TVS est tracé : une équerre
marque l'angle droit en V, et l'angle en T mesure 48 degreés.

Ecris seulement le nombre de millions de kilométres.

( Réponse attendue : 111 J

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Une tangente a un cercle est perpendiculaire au rayon au point de contact : quelle est la nature du triangle

TVS?
2. Le triangle T'V S est rectangle en V', et T'S est son hypoténuse.

3. Le c6té SV est en face de I'angle de 48 degrés : utilise le sinus.

CORRECTION
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Un triangle rectangle — La tangente (T'V') est perpendiculaire au rayon [SV] : le triangle TV S est
rectangle en V', d'hypoténuse T'S.

Le sinus — Le coté SV est opposé a I'angle de 48 degrés.
SV =TS8 x sin48°
Le calcul — On compte en millions de kilométres.

SV =~ 150 x 0,743 ~ 111

Vénus est a environ 111 millions de kilomeétres du Soleil. Le cosinus donnerait la distance Terre-Vénus, environ
100 millions de kilomeétres.

PIEGES ANTICIPES
100 — C'est la distance T'V', obtenue avec le cosinus. Le c6té SV est en face de I'angle de 48 degrés : il
faut le sinus.

111.45 — Le calcul est bon : il reste a arrondir a 'unité.

EXERCICE 8 - BASE Un sinus dans un triangle rectangle

Soit ABC!' un triangle rectangle en A tel que AC' = 6 et BC' = 9. Calculer sin B.

Ecris seulement la valeur, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

Réponse attendue : 2/3 J

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Le triangle est rectangle en A : quel coté est I'hypoténuse ?

2. Le sinus est le coté opposé sur I'hypoténuse. Quel coté est en face de l'angle B ?

CORRECTION
Les cotés — L'hypoténuse est BC, et le c6té opposé a I'angle B est AC.

Le sinus — On simplifie la fraction par 3.
= AC 6 2
inB=— =— ==
WP TBC 9 3

Avec le théoréme de Pythagore, on trouve aussi AB = 34/5, donc le cosinus de I'angle B vaut 5

PIEGES ANTICIPES
sqrt(5)/3 — C'est le cosinus de I'angle B : le c6té adjacent sur I'hypoténuse. Pour le sinus, on prend le
cOté opposé.

3/2 = Un sinus ne dépasse jamais un : I'hypoténuse va au dénominateur.

EXERCICE 9 - PRATIQUE Un produit de tangentes

N ) T 2w
Calculer, sans utiliser la calculatrice, tan E X tan —.

5

Ecris seulement le nombre.
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t Réponse attendue : 1 }

INDICES, DANS L'ORDRE

. T 2w
1. Ajoute les deux angles : que vaut — + — ?

10 5

2. Les deux angles sont complémentaires : la tangente de |'un est la cotangente de I'autre.
3. La cotangente d'un angle est I'inverse de sa tangente.
CORRECTION
z . 7T
Deux angles complémentaires — La somme des deux angles vaut 3
21 4T 7

7T+ _7T+ -
10 5 10 10 2

27 s
L'inverse — La tangente de — est donc la cotangente de 10’ c'est-a-dire l'inverse de sa tangente.
27 1

tan ? = ton 1
10
Le produit — Un nombre multiplié par son inverse donne un.
T 27
tan 0 X tan = 1

Les tangentes de deux angles complémentaires sont inverses I'une de I'autre : leur produit vaut toujours un.

PIEGES ANTICIPES

o — Ce sont les tangentes de deux angles supplémentaires qui s'annulent, dans une somme. Ici les angles
sont complémentaires, et c'est un produit.

-1 — Les deux angles sont aigus : leurs tangentes sont positives, le produit aussi.

EXERCICE 10 - PRATIQUE Du sinus a la tangente

s .
Soit « un réel compris entre 0 et 5 tel que sSiInx = 3 Calculer tan x.

Ecris seulement la valeur exacte de la tangente, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

L Réponse attendue : 5/12 J

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Commence par le cosinus : la somme des carrés du cosinus et du sinus vaut un.

25
2. Le carré du cosinus vaut 1 — 169" L'angle est aigu : quel est le signe du cosinus ?

3. La tangente est le sinus divisé par le cosinus.
CORRECTION

Le carré du cosinus — On utilise la premiere relation fondamentale.

cosa)? — 1 25 144
COST) =27 160 ~ 169
i

Le cosinus — Le réel x est entre zéro et 5 : son cosinus est positif.
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12
COST =

13
La tangente — On divise le sinus par le cosinus.
: B » 13 5
METB TR 12

La cotangente de x est I'inverse : douze cinquiemes.

PIEGES ANTICIPES
12/5 — C'est la cotangente : le cosinus sur le sinus. La tangente met le sinus en haut.

12/13 — C'est le cosinus de x. Il reste a diviser le sinus par ce cosinus.

EXERCICE 11 - PRATIQUE De la cotangente au sinus

3 :
Soit ¢ un réel strictement compris entre 0 et 7, dont la cotangente vaut 1 Calculer sin o.

Ecris seulement la valeur exacte du sinus, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

Réponse attendue : 4/5

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Quelle relation fondamentale relie la cotangente et le sinus ?

2. Un plus le carré de la cotangente est I'inverse du carré du sinus.

16
3. On trouve que le carré du sinus vaut 2—5 Quel est le signe d'un sinus sur cet intervalle ?

CORRECTION

La relation — Un plus le carré de la cotangente est I'inverse du carré du sinus.

1 9 25
— =14+ —==
(sina)? 16 16
Le carré du sinus — On prend l'inverse.
16
: 2
sina)® = —
(sina)” =50
Le sinus — Entre zéro et 7, un sinus est positif.
. 4
sina = —
)

Le cosinus est le produit de la cotangente par le sinus : il vaut trois cinquiémes.

PIEGES ANTICIPES
3/5 — C'est le cosinus de « : la cotangente fois le sinus. On demande le sinus.
-4/5 — Entre zéro et 7r, un sinus n'est jamais négatif.

16/25 — C'est le carré du sinus : il reste a prendre la racine carrée.

EXERCICE 12 - RAISONNEMENT Une tangente négative

Soit @ un réel de l'intervalle fermé [0, 7] tel que tan a = —+/5. Calculer cos a.
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Ecris seulement la valeur exacte du cosinus, sans rien devant.

t Réponse attendue : -sqrt(6)/6 — aussi acceptées : -1/sqrt(6) - -V6/6

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Un plus le carré de la tangente est I'inverse du carré du cosinus.
2. On trouve que le carré du cosinus vaut un sixieme.

3. La tangente est négative et le sinus est positif : quel est le signe du cosinus ?

CORRECTION

La relation — Un plus le carré de la tangente est I'inverse du carré du cosinus.

1
5 = 1+5=6
(cosa)
Le signe — La tangente est négative, alors que le sinus est positif : le cosinus est négatif, I'angle est obtus.

Le cosinus — On prend la racine carrée, avec le signe moins.

1 V6

cosa=——=———

NG 6

Sur l'intervalle fermé [0, 7], le cosinus a toujours le signe de la tangente, puisque le sinus est positif.

PIEGES ANTICIPES
sqrt(6)/6 — Regarde le signe : la tangente est négative et le sinus positif, donc le cosinus est négatif.

1/6 — C'est le carré du cosinus. Il reste a prendre la racine carrée, et a choisir le signe.

EXERCICE 13 - PRATIQUE Une équation avec la tangente

Résoudre dans l'intervalle fermé [0, 7| I'équation V3 x tanz + 1 = 0: le produit de racine de
trois par la tangente de x, augmenté de un, est nul.

Ecris la solution en radians, et non en degrés, avec pi.

( Réponse attendue : 5*pi/6 — aussi acceptées : 5pi/6

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Isole la tangente : que vaut tan  ?

2. On trouve que la tangente vaut moins racine de trois sur trois. Quel angle remarquable a pour tangente
racine de trois sur trois ?

3. Deux angles supplémentaires ont des tangentes opposées.

CORRECTION

Isoler la tangente — On retire un, puis on divise par racine de trois.

1 V3

tanz = —— = ——

/3 3

U
L'angle remarquable — La tangente de E vaut racine de trois sur trois.

T /3

tan — = —
an6 3
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Le supplémentaire — Le supplémentaire a la tangente opposée.
T 5w
T=TT— == —

6 6

Une tangente négative correspond a un angle obtus : on passe par le supplémentaire de I'angle remarquable.

PIEGES ANTICIPES

U
pi/6 — La tangente de — est positive. Ici elle doit étre négative : prends le supplémentaire.

2T
2*pi/3 — La tangente de 3 vaut moins racine de trois, pas moins racine de trois sur trois.

150 / 150° — C'est la mesure en degrés. On demande la mesure en radians : remplace 180 par 7.

EXERCICE 14 - PRATIQUE De /8 a 7mt/8

s

, s
On sait que tan 3 = +/2 — 1. Donner la valeur exacte de la tangente de e

Ecris seulement la valeur exacte, sans rien devant.

Réponse attendue : 1-sqrt(2) — aussi acceptées : -sqrt(2)+1 - 1-v2 - -(sqrt(2)-1) J

INDICES, DANS L'ORDRE
, I 7y
1. Ecris — a l'aide de 7 et de —.
8 8
2. Ces deux angles sont supplémentaires : que deviennent leurs tangentes ?

CORRECTION

0
Le supplémentaire — On reconnait le supplémentaire de g

[ T
—_— 7"' —_— —
8 8
La tangente — Deux angles supplémentaires ont des tangentes opposées.
T s
tan? = —tang =1- \/§

Le résultat est négatif, comme il se doit pour un angle obtus.

PIEGES ANTICIPES

T
sqrt(2)-1 — C'est la tangente de 3 Celle de son supplémentaire est son opposé.

3T s
sqrt(2)+1 — C'est la tangente de 3 le complémentaire de e Ici, les angles sont supplémentaires.

EXERCICE 15 - BASE Reconstituer I'hypoténuse

Dans un triangle ABC rectangle en A, on trace la hauteur [AH|. Sachant que AH = 2 et
BH = 2,5, calculer BC.

Donne la longueur BC.

Maths a la carte — Trigonométrie et mesure des grandeurs - fiche de relecture



t Réponse attendue : 4.1 — aussi acceptées : 41/10

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Quelle relation relie la hauteur AH aux deux segments HB et HC' ?

2. Le carré de la hauteur est le produit des deux segments : on en tire HC'.
3. L'hypoténuse est la somme des deux segments.
CORRECTION

La relation — Le carré de la hauteur est le produit des deux segments de I'hypoténuse.

AH? =HB x HC

Le segment HC — On divise le carré de la hauteur par H B.

HC = ! =1,6
25 7

L'hypoténuse — On ajoute les deux segments.

BC=25+16=4,1

On peut ensuite calculer les cotés de I'angle droit : le carré de AB vaut BH x BC, et le carré de AC' vaut
CH x CB.

PIEGES ANTICIPES

1.6 — C'est la longueur HC. |l reste a lui ajouter BH pour avoir I'hypoténuse.

4.5 = On n'ajoute pas la hauteur : I'nypoténuse est la somme de BH etde HC'.

EXERCICE 16 - PRATIQUE L'altitude de I'avion

A partir de 1000 métres d'altitude, un avion vole a 900 kilométres par heure, en faisant un angle de
10° avec I'horizontale. A quelle altitude sera-t-il au bout de 5 minutes d'ascension ? Donner le
résultat en kilometres, arrondi au dixiéme. On prendra 0,1736 pour le sinus de 10 degrés.

Ecris seulement le nombre de kilométres.

L Réponse attendue : 14

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Quelle distance I'avion parcourt-il en 5 minutes, a 900 kilomeétres par heure ?
2. Cette distance est I'nypoténuse d'un triangle rectangle : la hauteur gagnée est en face de I'angle de 10
degrés.
3. N'oublie pas l'altitude de départ : un kilometre.
CORRECTION

La distance parcourue — Cing minutes, c'est un douziéme d'heure : I'avion parcourt 75 kilometres.

900 x 5 =175
60

La hauteur gagnée — C'est le c6té opposé a I'angle de 10 degrés, dans un triangle rectangle d'hypoténuse

75.
75 x sin10° ~ 75 x 0,1736 ~ 13,02
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L'altitude — On ajoute le kilometre de départ, puis on arrondit au dixieme.

1+ 13,02 = 14,02

L'avion sera a environ 14 kilométres d'altitude.

PIEGES ANTICIPES
13 — C'est la hauteur gagnée. Il faut lui ajouter l'altitude de départ, un kilometre.

75 / 76 — L'avion ne monte pas a la verticale : la hauteur gagnée est la distance parcourue fois le sinus de
10 degrés.

14.02 — Le calcul est bon : il reste a arrondir au dixieme.

EXERCICE 17 - PRATIQUE L'échelle contre le mur

La figure modélise une échelle [AB] de 6 métres de long, appuyée contre un mur vertical [C D] :
son pied B est sur le sol et son sommet A est sur le mur. L'angle que fait |'échelle avec le sol mesure
65°. Calculer, au centimétre preés, la distance BC entre le pied de I'échelle et le mur. On prendra

0,4226 pour le cosinus de 65 degrés.

L'échelle mesure 6 m.

Un mur vertical [CD] : C est en bas, au niveau du sol, D en haut. Le sol est
une droite horizontale passant par C. Une échelle [AB] est appuyée contre le
mur : son pied B est sur le sol, a droite de C, et son sommet A est sur le mur,

entre C et D. L'angle en B, entre le sol et 'échelle, mesure 65 degrés. Une

équerre marque l'angle droit en C.

Ecris le nombre de meétres, avec deux décimales.

Réponse attendue : 2.54

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le mur est vertical et le sol horizontal : le triangle ABC' est rectangle en C.
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2. L'échelle est I'hypoténuse. Le c6té BC touche I'angle de 65 degrés : c'est le coté adjacent.
3. Multiplie la longueur de I'échelle par le cosinus de 65 degrés.

CORRECTION

Le triangle — Le triangle ABC est rectangle en C, d'hypoténuse AB. Le c6té BC est adjacent a I'angle de
65 degrés.

Le cosinus —

BC = AB x cos65° ~ 6 x 0,4226 ~ 2,54

Le pied de I'échelle est a environ 2,54 meétres du mur. Avec le sinus, on trouverait la hauteur atteinte : environ
5,44 metres.

PIEGES ANTICIPES

5.44 — C'est la hauteur AC atteinte sur le mur, obtenue avec le sinus. La distance au mur est le coté
adjacent : il faut le cosinus.

2.5356 / 2.536 — Le calcul est bon : il reste a arrondir au centimeétre, donc a deux décimales.

EXERCICE 18 - PRATIQUE Un co6té coupé par la hauteur

Dans la figure, ABC' est un triangle tel que B = 60° et C = 45°, et sa hauteur [AH] mesure 3.
Calculer BC.

AH = 3.

Un triangle ABC posé sur le cété [BC] : B est en bas a gauche, C en bas a
droite, A en haut. La hauteur issue de A tombe au point H du cété [BC], plus
pres de B. L'angle en B mesure 60 degrés, l'angle en C mesure 45 degrés. La

hauteur [AH] mesure 3.

Donne la valeur exacte de BC'.

Réponse attendue : 3+sqrt(3) — aussi acceptées : 3+v3 - sqrt(3)+3 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
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1. La hauteur partage le triangle en deux triangles rectangles : calcule BH dans I'un, C'H dans l'autre.
2. Dans le triangle AH B, la tangente de 60 degrés est AH sur BH.
3. Le triangle AH C' a un angle de 45 degrés : il est rectangle et isocéle.

CORRECTION
Le segment BH — Dans le triangle AH B, rectangle en H, la tangente de 60 degrés est AH sur BH.
AH 3
BH=——_="_=+/3
tan60° /3

Le segment CH — Le triangle AH C' est rectangle en H avec un angle de 45 degrés : il est isocéle.
CH = AH =3

Le c6té BC — Le point H est entre B et C' : on ajoute.

BC=BH +CH=3+/3

Une hauteur raméne un triangle quelconque a deux triangles rectangles.

PIEGES ANTICIPES

3+3*sqrt(3) — Tu as multiplié par la tangente de 60 degrés. Or AH est le c6té opposé : BH s'obtient en
divisant AH par cette tangente.

sqrt(3) — C'est seulement BH. Il reste & ajouter CH.

EXERCICE 19 - PRATIQUE Appliquer la loi du sinus

Soit ABC un triangle tel que AB = 6, B = 45° et A = 105°. Calculer AC.

Donne la valeur exacte de AC.

t Réponse attendue : 6*sqrt(2) — aussi acceptées : 6V2 - sqrt(72) ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Calcule d'abord le troisiéme angle : la somme des angles vaut 180 degrés.
2. Le coté AB est en face de I'angle 5, et le coté AC est en face de l'angle B.
3. D'aprés la loi du sinus, AC sur le sinus de 45 degrés est égal a AB sur le sinus de 30 degrés.

CORRECTION
Le troisieme angle —

—_

C = 180° — 105° — 45° = 30°

La loi du sinus — Chaque c6té va avec le sinus de I'angle opposé.

AC AB

sin45°  sin 30°
Le calcul — Diviser par un demi, c'est multiplier par deux.

2
AC:2><6><§:6\/§

Quand on connait un coté et deux angles, la loi du sinus donne les deux autres cotés.

PIEGES ANTICIPES
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3*sqrt(2) — Le rapport est a I'envers : on multiplie AB par le sinus de 45 degrés, et on divise par le sinus
de 30 degrés.

6*sqrt(3)-6 — Le coté AB est en face de I'angle 6, qui mesure 30 degrés : c'est son sinus qu'il faut au
dénominateur.

EXERCICE 20 - RAISONNEMENT Un probléeme babylonien

Trouver le rayon R du cercle circonscrit a un triangle dont les cétés mesurent 50, 50 et 60.

Donne le rayon R.

Réponse attendue : 125/4 — aussi acceptées : 31.25

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le triangle est isocéle : trace la hauteur relative au c6té de longueur 60. Elle passe par son milieu.
2. Cette hauteur mesure 40. Tu peux en tirer le sinus d'un angle a la base.

3. D'aprés la loi du sinus, un cété divisé par le sinus de I'angle opposé donne 2 R.

CORRECTION

La hauteur — La hauteur relative a la base coupe celle-ci en son milieu : on applique le théoreme de
Pythagore.

v/502 — 302 = /1600 = 40

Le sinus d'un angle a la base — Dans le triangle rectangle formé, c'est la hauteur sur le c6té de longueur 50.

40 4

50 5
La loi du sinus — Le cOté opposé a cet angle mesure 50.
50 250
2R=—F = —
4
: 4
Le rayon —
12

On peut vérifier avec I'aire, qui vaut 1200 : le produit des trois cétés, 150 000, divisé par quatre fois l'aire,
4800, redonne bien 31,25.

PIEGES ANTICIPES
125/2 = C'est 2 R, le diamétre du cercle. Il reste a diviser par deux.

30 / 25 — Le centre du cercle circonscrit n'est pas le milieu d'un coté : ce triangle n'est pas rectangle.

EXERCICE 21 - BASE L'aire avec un sinus

Soit ABC' un triangle tel que AB = 7, AC = 9 et A = 60°. Calculer I'aire de ce triangle.

Donne la valeur exacte de l'aire.

Réponse attendue : 63*sqrt(3)/4 — aussi acceptées : 63V3/4 - (63/4)*sqrt(3)
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INDICES, DANS L'ORDRE
1. On connait deux cotés et I'angle qu'ils forment : quelle formule donne I'aire ?
2. L'aire est le demi-produit des deux cotés par le sinus de l'angle.

3. Le sinus de 60 degrés vaut racine de trois sur deux.

CORRECTION

La formule — Les cotés AB et AC forment I'angle A.
1 N

SZEXABXACXSinA

Le calcul —

S:1X7X9X§:%
2 2 4

6313

L'aire vaut , soit environ 27,28.

PIEGES ANTICIPES
63/4 — Tu as pris le cosinus de 60 degrés. La formule de I'aire utilise le sinus.

63*sqrt(3)/2 — Il manque le un demi: I'aire d'un triangle est la moitié du produit.

EXERCICE 22 - PRATIQUE L'aire d'un parallélogramme

s T
Soit IJ K L un parallélogramme tel que LK = 5, LI = 8etJ = r Déterminer une valeur

s
approchée a 1072 prés de l'aire de IJK L. On prendra 0,3827 pour le sinus de —.
P 8

Ecris le nombre, avec deux décimales.

[ Réponse attendue : 15.31

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Dans un parallélogramme, les angles opposés sont égaux : que vaut I'angle L ?

2. La diagonale [IK] partage le parallélogramme en deux triangles de méme aire.

3. L'aire du triangle ILK est le demi-produit de LI et LK par le sinus de I'angle L.

CORRECTION

L'angle en L — Les angles opposés d'un parallélogramme sont égaux.
_ a i

L: ———
8

Deux triangles — L'aire du parallélogramme est le double de celle du triangle I LK : le un demi disparait.

aire = LI x LK x sinL = 40sin%

La valeur approchée —
40 x 0,3827 ~ 15,31

L'aire d'un parallélogramme est le produit de deux cotés consécutifs par le sinus de I'angle qu'ils forment.

PIEGES ANTICIPES

7.65 — C'est l'aire d'un seul des deux triangles. Le parallélogramme en contient deux.
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40 — Le produit des deux cotés donne l'aire seulement pour un rectangle. Ici, il faut multiplier par le sinus
de lI'angle.

15.308 — Le calcul est bon : il reste a arrondir a deux décimales.

EXERCICE 23 - PRATIQUE Un angle par ses trois cotés

ABC est un triangle tel que AB = 5, AC' = 6 et BC' = 9. Calculer cos A.

Ecris seulement la valeur exacte du cosinus, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

Réponse attendue : -1/3

INDICES, DANS L'ORDRE
1. On connait les trois cotés : le théoréme d'El-Kashi relie le c6té BC' 3 I'angle opposé A.
2. Ecris BC? = AB? + AC? — 2 x AB x AC x cos A, puis isole le cosinus.

CORRECTION
Le théoreme — Le c6té B(C est en face de I'angle A.

81 = 25 + 36 — 60 cos A

Isoler le cosinus — On retire 61 aux deux membres, puis on divise par —60.

~ 61 —81 1
COSA = —— =

60 3

Le cosinus est négatif : I'angle A est obtus. La calculatrice donne environ 109 degrés.

PIEGES ANTICIPES

1/3 — Attention au signe : 81 est plus grand que 61, donc le cosinus est négatif et I'angle est obtus.

EXERCICE 24 - RAISONNEMENT L'angle des diagonales d'un cube

Dans la figure, ABC D EFGH est un cube d'aréte a, et O est le point d'intersection des
diagonales [AG] et [EC. Donner une valeur approchée a un degré prés de I'angle AOC..
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O est le centre du cube.

Un cube en perspective. La face avant est le carré ABCD : A en haut a
gauche, B en haut a droite, C en bas a droite, D en bas a gauche. La face
arriere est le carré EFGH, décalé vers le haut et la droite : E derriere A, F
derriere B, G derriere C, H derriere D. Les diagonales [AG] et [EC] du cube
sont tracées en pointillés : elles se coupent au point O, au centre du cube.
L'angle AOC est marqueé.

Ecris seulement le nombre de degrés.

t Réponse attendue : 109

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Travaille dans le triangle AOC': exprime ses trois ctés en fonction de I'aréte a.

2. La diagonale d'un cube mesure I'aréte @ multipliée par \/5, et O est son milieu. Le segment [AC] est la
diagonale d'une face : il mesure I'aréte a multipliée par V2.

3. Applique le théoréme d'El-Kashi dans le triangle AOC : I'aréte a se simplifie.

CORRECTION

Les trois c6tés — Le point O est le milieu de chaque diagonale du cube, et [AC’] est la diagonale d'une face.
Donc O A et OC valent I'aréte a fois 4/3, sur deux ; et AC' vaut l'aréte a fois /2.

El-Kashi — Dans le triangle AOC), le cété AC est en face de I'angle cherché. On remplace : le carré de AC
vaut deux fois le carré de I'aréte, et les carrés de O A et de OC valent chacun trois quarts du carré de l'aréte.

AC? = 0A2 1+ 0C? —2x OA x OC x cos AOC

Le cosinus — On divise par le carré de I'aréte, puis on isole le cosinus : il ne dépend pas de I'aréte.

3

— 2 -2

cos AOC = 2 . :—l
2 3
2

L'angle — La calculatrice, réglée en degrés, donne I'angle dont le cosinus vaut moins un tiers.

A0C ~ 109°

L'angle ne dépend pas de I'aréte : il est le méme dans tous les cubes, environ 109 degrés.
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PIEGES ANTICIPES
71 — C'est I'angle dont le cosinus vaut plus un tiers. Ici le cosinus est négatif : I'angle est obtus.

90 — Les diagonales d'un cube ne sont pas perpendiculaires : il faut calculer le cosinus avec le théoreme
d'El-Kashi.

109.47 / 109.5 — Le calcul est bon : il reste a arrondir au degré.

EXERCICE 25 - BASE Un segment sur I'hypoténuse

Dans un triangle ABC rectangle en A,ona AB = 6 et BC = 10. Soit H le pied de la hauteur
issue de A. Calculer BH.

Donne la longueur BH.

Réponse attendue : 3.6 — aussi acceptées : 18/5

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Quelle relation métrique relie AB, BH et BC' ?
2. Le carré de AB est le produit de BH par BC.

CORRECTION
La relation — Le carré d'un c6té de I'angle droit est le produit de son segment par I'hypoténuse.
AB? = BH x BC

Le calcul —

BH =3 _34
10

On en déduit CH = 10 — 3,6 = 6,4, puis la hauteur : son carré vaut 3,6 x 6,4, donc AH = 4,8.

PIEGES ANTICIPES
6.4 - C'est C H, le segment du c6té de C'. On demande BH.
4.8 — C'est la hauteur AH. On demande le segment BH de |'hypoténuse.

EXERCICE 26 - PRATIQUE L'aire par la formule de Héron

Calculer I'aire d'un triangle dont les c6tés mesurent 50, 50 et 60.

Donne l'aire, le nombre seul.

Réponse attendue : 1200

INDICES, DANS L'ORDRE
1. On ne connait aucun angle : pense a la formule de Héron.
2. Calcule d'abord le demi-périmétre p, puis les trois écarts entre p et chaque coté.
3. Le demi-périmétre vaut 80.

CORRECTION

Le demi-périmetre —
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50 + 50 + 60
p:+2—+=80

Les trois écarts — On retire chaque cOté au demi-périmetre.

80-50=30 ; 80—-50=30 ; 80—60=20

La formule de Héron — Le produit sous la racine vaut 144 fois dix mille : sa racine carrée est 12 fois cent.
S = +/80 x 30 x 30 x 20 = 1200

On retrouve la base fois la hauteur sur deux : la hauteur relative au c6té de longueur 60 mesure 40.

PIEGES ANTICIPES

1500 — Tu as pris un cté de longueur 50 comme hauteur. La hauteur relative a la base mesure 40.

160 — C'est le périmetre. La formule de Héron utilise le demi-périmétre, puis une racine carrée.

EXERCICE 27 - PRATIQUE Reconnaitre le triangle

Soit M N P un triangle et H le projeté orthogonal de M sur le segment [N P]. On suppose que
MN = /12, MH = 3 et HP = /3. Quelle est la nature du triangle MNP ?

Réponds par un mot : isoceéle, rectangle, équilatéral...

Réponse attendue : equilateral — aussi acceptées : équilatéral - triangle equilateral - triangle
équilatéral - un triangle équilatéral - il est équilatéral - c'est un triangle équilatéral - MNP est équilatéral - le
triangle MNP est équilatéral - MNP est un triangle équilatéral - un equilateral - un équilatéral - equilateral
et isocele - équilatéral et isocéle - isocele et equilateral - isocele et équilatéral

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Calcule N H dans le triangle M N H, rectangle en H.

2. Calcule ensuite M P dans le triangle M H P, puis N P, qui est la somme de N H et de HP.
3. Compare les trois cotés, en écrivant v/12 sous la forme 24/3.

CORRECTION

Le segment NH — On applique le théoréme de Pythagore dans le triangle M N H.
NH=+v12-9=1/3

Le c6té MP — De méme dans le triangle M H P.

MP =+9+3=+12=23

Le c6té NP — Le point H est sur le segment [N P].

NP =+3++3=23

Conclusion — Les trois cotés mesurent 24/3 : le triangle est équilatéral.

= 3
On le voit aussi avec les angles : le sinus de I'angle N vaut ﬁ, c'est-a-dire racine de trois sur deux, et cet

angle est aigu : il mesure 60 degrés.

PIEGES ANTICIPES

isocele / triangle isocele — Il est bien isocéle, mais on peut dire mieux : compare aussi le troisieme

coté, NP.
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rectangle / triangle rectangle — Les triangles M N H et M H P sont rectangles, mais pas M N P :
compare ses trois cotés.

EXERCICE 28 - PRATIQUE Trois angles proportionnels

Les angles d'un triangle sont proportionnels aux nombres 2, 3 et 4. Calculer, en radians, le plus
grand de ces angles.

Ecris I'angle en radians, et non en degrés, avec pi.

Réponse attendue : 4*pi/9 — aussi acceptées : 4pi/9

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La somme des trois angles vaut 7 radians.

2. Partage 7 en 2 + 3 + 4 parts égales.

CORRECTION
s
Le partage — Il y a neuf parts en tout, et leur somme vaut 7 : une part vaut 9"
Les trois angles — On prend deuy, trois et quatre parts.
2r. 3w w™  A4m
9 ’ 9 3 9

En degrés, les trois angles mesurent 40, 60 et 80 degrés.

PIEGES ANTICIPES
80 / 80° — C'est la mesure en degrés. On demande la mesure en radians : remplace 180 par 7.
2*pi/9 — C'est le plus petit des trois angles. Le plus grand prend quatre parts.

8*pi/9 — La somme des angles d'un triangle vaut 7, et non 2.

EXERCICE 29 - RAISONNEMENT Trois cOtés en progression

On considere un triangle IJ K rectangle en I, tel que I.J, I K et J K sont, dans cet ordre, trois
termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison 7, ou 7 est un réel strictement positif. Calculer
I K en fonction de r.

Ecris I K en fonction de 7.

Réponse attendue : 4*r — aussi acceptées : 4r

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Exprime IJ et JK al'aide de I K et der.

2.0nalJ =1K —retJK = IK + r. L'hypoténuse est J K : écris le théoréme de Pythagore.

3. En développant, les carrés de r s'éliminent : il reste une égalité entre I K2 et un multiple de 7 x IK.

CORRECTION

Les trois cotés — Dans une suite arithmétique, on passe d'un terme au suivant en ajoutant la raison.
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I1J=I1IK—-r ; JK=IK+r
Pythagore — Le triangle est rectangle en I : I'nypoténuse est J K.
(IK —7r)>? +IK? = (IK +r)?

Développer — On développe les deux carrés et on simplifie.

IK? =4r x IK
Conclure — La longueur I K n'est pas nulle : on peut diviser par I K.
IK =A4r

Les cotés mesurent 3r, 4r et 5r. Le sinus de I'angle K vaut alors trois cinquiemes, celui de I'angle J quatre
cinquiémes, et celui de I'angle I vaut un : ils sont eux aussi en progression arithmétique, de raison un
cinquiéme.

PIEGES ANTICIPES

3#r — C'est IJ, le plus petit c6té. On demande I K, le terme du milieu.

s#r — C'est I'hypoténuse J K. On demande I K, le terme du milieu.

EXERCICE 30 - RAISONNEMENT Une équation produit

Résoudre dans l'intervalle fermé [0, 7] I'équation (1 + cos ) (4(sinz)? — 1) = 0. Le second
facteur est quatre fois le carré du sinus de &, moins un.

Ecris les trois solutions entre accolades, séparées par des points-virgules, avec pi.

Réponse attendue : {pi/6;5pi/6;pi} — aussi acceptées : {1/6;51/6;m} - {pi/6;5*pi/6;pi} - {t/6;5*T/6;T} ]

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Un produit est nul quand I'un de ses facteurs est nul : écris les deux équations.

2. Le premier facteur donne un cosinus égal a moins un. Le second donne le carré du sinus : un quart.

3. Sur l'intervalle fermé [0, 7r], un sinus n'est jamais négatif : il vaut donc un demi, et un sinus donne deux

angles supplémentaires.

CORRECTION

Un produit nul — Un produit est nul si, et seulement si, I'un de ses facteurs est nul.

l+cosz=0 ou 4(sinz)’=1

Le premier facteur — Le cosinus vaut moins un pour un seul réel de l'intervalle.
T=T

Le second facteur — Le carré du sinus vaut un quart, et sur l'intervalle fermé [0, 7r] un sinus n'est jamais

négatif.
sinx = —
2
Deux angles — Un sinus égal a un demi donne deux réels supplémentaires.
U o
T=— ou T =—
6 6
U , . W oW
L'équation a trois solutions : E’ ? et .
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PIEGES ANTICIPES

{pi/6;5pi/6} — Il manque une solution : le premier facteur, 1 + cos x, s'annule lui aussi.

{pi/6;pi} — Il manque une solution : deux angles supplémentaires ont le méme sinus.

EXERCICE 31 - DEFI Une aire et une somme de sinus

Soit ABC' un triangle rectangle en A, d'aire 15,36, tel que sin B + sin C = 1,4. Calculer BC.

Donne la longueur BC'.

Réponse attendue : 8

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Ecris les deux sinus dans le triangle rectangle : chacun est un coté de I'angle droit divisé par BC'.
2.0n obtient AB + AC = 1,4 x BC. L'aire donne aussi le produit AB x AC..

3. Eléve la somme AB + AC au carré : le théoréme de Pythagore fait apparaitre BC>.

CORRECTION

La somme des cotés — Chaque sinus est le c6té opposé sur I'hypoténuse.

AC AB
%_{—B_C:l,él donc AB+AC:1,4><BC
Le produit des cotés — L'aire d'un triangle rectangle est le demi-produit des cotés de I'angle droit.

AB x AC = 2 x 15,36 = 30,72

Le carré de la somme — On développe, et on reconnait le théoreme de Pythagore.
(AB + AC)? = BC*+ 2 x AB x AC
L'équation — On remplace : le carré de 1,4 vaut 1,96.

1,96 x BC? = BC? + 61,44

Le résultat — On isole le carré de BC, puis on prend la racine.
61,44

BC? = —2— =64
0,96

L'hypoténuse mesure 8. Les deux autres cotés mesurent 4,8 et 6,4.

PIEGES ANTICIPES

64 — C'est le carré de BC': il reste a prendre la racine carrée.

EXERCICE 32 - DEFI Un angle caché

Soit @ un réel tel que a > 1, et ABC un triangle tel que le c6té BC mesure a? + a + 1, le c6té
AC mesure 2a + 1 et le c6té AB mesure a® — 1. Déterminer la mesure, en radians, de I'angle A.

Ecris I'angle en radians, et non en degrés, avec pi.

( Réponse attendue : 2*pi/3 — aussi acceptées : 2pi/3
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INDICES, DANS L'ORDRE

1. On connait les trois cotés : le théoreme d'El-Kashi donne le cosinus de I'angle A, opposé au coté BC.

2. Calcule AC? + AB? — BC?, puis factorise le résultat.

3. On trouve, en fonction du réel a, —(2a + 1)(a® — 1) : compare avec le double produit 2 x AC x AB.

CORRECTION
El-Kashi — On isole le cosinus de l'angle A.
~ AC? + AB? - BC?
cos A =
2x AC x AB

Le numérateur — On remplace chaque c6té par son expression en fonction du réel a, on développe les trois

carrés et on réduit, puis on factorise.
(2a+ 1)+ (a?-1)2? - (a®>+a+1)2?=-2a>-a’>+2a+1=—(2a+1)(a®—-1)

Le cosinus — Le dénominateur vaut deux fois le méme produit : tout se simplifie.

~  —(2a+1)(a®-1) 1
csA= ST )@ =1) 2

s
L'angle — L'angle dont le cosinus vaut moins un demi est le supplémentaire de —.

3
i-
3

27
Le résultat ne dépend pas du réel a : cet angle mesure toujours —, c'est-a-dire 120 degrés.

PIEGES ANTICIPES
pi/3 — Le cosinus vaut moins un demi, et non plus un demi : I'angle est obtus.

120 / 120° — C'est la mesure en degrés. On demande la mesure en radians.

EXERCICE 33 - DEFI L'hexagone des trois carrés

Soit ABC' un triangle tel que AB = 3, BC' = 4 et AC = 5. On construit a I'extérieur de ce
triangle les carrés ACPN, BCQR et ABSM. Calculer I'aire de I'hexagone M N PQRS.

Maths a la carte — Trigonométrie et mesure des grandeurs - fiche de relecture



L'hexagone contient le triangle, trois carrés et trois triangles de coin.

Un triangle ABC rectangle en B : B est au centre, A au-dessus de B, C a droite
de B. Sur chaque cété, un carré est construit vers l'extérieur : le carré ABSM a
gauche de [AB], avec S a gauche de B et M a gauche de A ; le carré BCQR
sous [BC], avec R sous B et Q sous C, le carré ACPN sur 'hypoténuse [AC], en
haut a droite, avec N prés de A et P pres de C. L'hexagone MNPQRS relie les
six sommets extérieurs. Trois triangles de coin apparaissent : AMN, CPQ et
BRS.

Donne l'aire, le nombre seul.

[ Réponse attendue : 74 J

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Quelle est la nature du triangle ABC ? Compare AB? + BC? et AC?.

2. L'hexagone se découpe en sept morceaux : le triangle ABC, les trois carrés, et trois triangles de coin,

AMN, CPQ et BRS.

3. Dans le triangle AM N, les cétés AM et AN valent AB et AC, et l'angle M AN est le supplémentaire
de I'angle A : ils ont le méme sinus.

CORRECTION
Le triangle ABC — |l est rectangle en B, car 9 4+ 16 = 25. Son aire est le demi-produit des c6tés de I'angle
droit.

1
- x3x4=6
2

Les trois carrés — Leurs cotés mesurent 3, 4 et 5.
9416 + 25 =50

Un triangle de coin — Autour du point A, il y a deux angles droits, I'angle A du triangle et I'angle MAN -

ce dernier est donc le supplémentaire de I'angle A, et il a le méme sinus.

aire(AMN) = % x AB x AC x sin A = aire(ABC) = 6
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Les deux autres coins — Le méme raisonnement vaut aux sommets B et C' : chaque triangle de coin a la
méme aire que ABC.

La somme — On ajoute le triangle, les trois carrés et les trois coins.
6+50+3x6="T74

L'aire vaut 74. Pour le périmétre, le théoréme d'El-Kashi donne M N = 2+4/13 et PQ = 1/73,et RS = 5.

PIEGES ANTICIPES

56 — Tu as compté le triangle et les trois carrés. Il manque les trois triangles de coin, AM N, C PQ) et

BRS.

68 — |l manque un morceau : le triangle ABC lui-méme, ou I'un des triangles de coin. Il y a sept
morceaux en tout.

EXERCICE 34 - DEFI Le cOté du triangle équilatéral

Dans la figure, ABC est un triangle équilatéral et M est un point intérieur a ce triangle tel que
MA =3, MB =4et MC = 5. Soit N l'image de M par la rotation directe 7 de centre A et

™
d'angle 3 cette rotation envoie B sur C.. Calculer le c6té du triangle ABC.

A

AMN est équilatéral, et NC = MB.

Un triangle équilatéral ABC : B en bas a gauche, C en bas a droite, A en haut.
Un point M est a l'intérieur, relié aux trois sommets : MA = 3, MB = 4, MC =
5. Le point N est a droite de M, pres du c6té [AC], légéerement a l'extérieur :

c'est l'image de M par la rotation de centre A et d'angle pi sur 3. Les
segments [AN], [MN] et [NC] sont tracés.

Donne la valeur exacte du coté.

Réponse attendue : sqrt(25+12*sqrt(3)) — aussi acceptées : V(25+12V3) - sqrt(25+12sqrt(3))

INDICES, DANS L'ORDRE
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1. Quelle est la nature du triangle AM N ? Une rotation conserve les distances, et I'angle M AN mesure 3
2. L'image du segment [BM | par la rotation est le segment [CN| : donc NC' = M B = 4. Quelle est
alors la nature du triangle M NC ?

3. L'angle m est la somme de l'angle m et de l'angle m Applique ensuite le théoreme d'El-
Kashi dans le triangle ANC'.

CORRECTION
s
Le triangle AMN — La rotation conserve les distances : AN = AM = 3. Avec un angle de — en 4, le

3
triangle AM N est équilatéral.

AN =MN =3

Le segment NC — La rotation envoie B sur C et M sur N : I'image du segment [BM| est le segment
[CN].

NC=MB=14

Le triangle MNC — Ses cotés mesurent 3, 4 et 5 : il est rectangle en V.

MN? + NC?* =9+ 16 = 25 = MC?

L'angle ANC — On ajoute l'angle du triangle équilatéral et I'angle droit.

ANC = 60° + 90° = 150°

El-Kashi — Dans le triangle AN C), le cosinus de 150 degrés vaut moins racine de trois sur deux.

AC? =9 +16 — 2 x 3 x 4 x cos 150° = 25 + 12/3

Le coté mesure v/ 25 + 124/3, soit environ 6,77.

PIEGES ANTICIPES

sqrt(25-12*sqrt(3)) — Le cosinus de 150 degrés est négatif : le double produit s'ajoute, il ne se retranche
pas.

25+12*%sqrt(3) — C'est le carré du c6té : il reste a prendre la racine carrée.

EXERCICE 35 - BASE Le cOté adjacent

Soit ABC' un triangle rectangle en A tel que BC = 14 et C = 60°. Calculer AC.

Donne la longueur AC'.

Réponse attendue : 7 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Dans ce triangle rectangle, le c6té [AC est adjacent a I'angle C, et [BC] est I'hypoténuse.

2. Le cosinus de I'angle C' est le c6té adjacent divisé par I'hypoténuse ; le cosinus de 60 degrés vaut un demi.

CORRECTION

Le bon rapport — Le c6té [AC est adjacent a I'angle C : on tilise le cosinus.

AC
BC

Le calcul — On multiplie I'nypoténuse par le cosinus de 60 degrés.

cosC =
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1
AC:14><00360°:14><§=7

Coté adjacent égale hypoténuse fois cosinus : on choisit le rapport qui relie ce que I'on connait a ce que I'on
cherche.

PIEGES ANTICIPES
7*sqrt(3) — C'est AB, le c6té opposé a I'angle C : pour le coté adjacent, c'est le cosinus.

28 — Tu as divisé par le cosinus : le coté adjacent s'obtient en multipliant I'nypoténuse par le cosinus.

EXERCICE 36 - RAISONNEMENT Une corde du demi-cercle

Dans le repére orthonormé (O, OZ, Oﬁ), on consideére le point M du demi-cercle
— 37
trigonométrique tel que AOM = R Calculer la distance AM.

Donne la valeur exacte de AM.

Réponse attendue : sqrt(2+sqrt(2)) — aussi acceptées : V(2+V2) ]

INDICES, DANS L'ORDRE

T
1. Commence par les coordonnées de M : son abscisse est le cosinus de I’ son ordonnée en est le sinus.

3 m
2. L'angle 7 est le supplémentaire de 1 : méme sinus, cosinus opposeé.
3. Soit P le projeté orthogonal de M sur la droite (OA) : le triangle AP M est rectangle en P.
CORRECTION
: : 3 ) T .
Le point M — Le cosinus de i est |'opposé de celui de 1 le sinus est le méme.

V2 V2
RS

V2

2
Le triangle APM — Le point P a pour abscisse cellede M : AP =1+ > et PM = \/?_ On applique le

théoreme de Pythagore.

2 2
2 2 1 1
AM? = 1+§ + % :1+\/§+5+§=2+\/§

La distance — Une longueur est positive : on prend la racine carrée.

AM = /242

Les coordonnées d'un point du demi-cercle sont le cosinus et le sinus de son angle : avec elles, une distance
se calcule dans un triangle rectangle.

PIEGES ANTICIPES
) ) ™ 3 )
sqrt(2-sqrt(2)) — C'est la distance de A au point d'angle Z :l'angle Z est obtus, I'abscisse de M est

négative.

2+sqrt(2) — C'est AM? : il reste a prendre la racine carrée.
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1.85 / 1.848 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 37 - RAISONNEMENT Deux points de méme ordonnée

Sur le demi-cercle trigonométrique, on désigne par M et IN les deux points d'ordonnée 3 Calculer

la distance M N.

Donne la valeur exacte de M N.

Réponse attendue : sqrt(3) — aussi acceptées : V3 ]

INDICES, DANS L'ORDRE

1. L'ordonnée d'un point du demi-cercle est le sinus de son angle : quels réels de I'intervalle fermé [0, 7] ont
pour sinus un demi ?

2. Les deux points sont symétriques par rapport a la droite (OB) - ils ont des abscisses opposées.

3. lls ont la méme ordonnée : leur distance est |'écart entre leurs abscisses.

CORRECTION

Les deux angles — Un sinus égal a un demi donne deux réels de [0, 7], supplémentaires.

T ——_ b7
A —. : = —
OM 5 AON 6

Les coordonnées — Méme sinus, cosinus opposés.

Vit (V31

M a ) 3 N @ - o
2 2 2 2

La distance — Le segment [M N | est paralléle & I'axe des abscisses.

Un sinus strictement compris entre 0 et 1 donne deux points du demi-cercle, symétriques par rapport a la

droite (OB).

PIEGES ANTICIPES
sqrt(3)/2 — C'est I'abscisse d'un seul des deux points : I'autre est de I'autre coté de |'axe (OB).

1.73 / 1.732 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 38 - BASE Quatre valeurs lues sur le demi-cercle

. . .
Calculer, sans calculatrice, cos 0 + sin 5 + cosm + 2sin .

Ecris seulement le nombre.

t Réponse attendue : 1 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
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1. Les points du demi-cercle associés a 0, a 3 etamsont A, Bet A.
2. Le cosinus est 'abscisse, le sinus I'ordonnée : A(1,0), B(0,1) et A’'(—1,0).

CORRECTION

Les quatre valeurs — On lit les coordonnées de A, de B etde A'.
. T .
cos0=1 ; 51115:1 ; cosm=—1 ; sinm=0

La somme —

1+1-1+2x0=1

iy
Pour 0, — et 7r, on lit le cosinus et le sinus directement sur les coordonnées des points A, B et A'.
) 2 ) )

PIEGES ANTICIPES

3 — Le cosinus de 7 est I'abscisse du point A’(—1,0) : il vaut —1, et non 1.

EXERCICE 39 - PRATIQUE La plus grande valeur
Déterminer la plus grande valeur que prend le nombre 3 — 2 cos z lorsque  parcourt I'intervalle
fermé [0, 7].

Ecris seulement le nombre.

‘ Réponse attendue : 5

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Pour  dans [0, 7], le cosinus est compris entre —1 et 1.

2. Le nombre 3 — 2 cos z est d'autant plus grand que cos x est petit.

CORRECTION
L'encadrement — On part de I'encadrement du cosinus, puis on multiplie par —2, ce qui renverse |'ordre.
—1<cosz <1 ; —2<—2cosx<2

On ajoute trois —
1<3—2cosz<5b
La valeur atteinte — Elle est atteinte pour = T, dont le cosinus vaut —1.

3—2cosmt=3+2=5

Le cosinus d'un réel de [0, 71'] vade —1 a 1:on encadre, sans oublier qu'un facteur négatif renverse I'ordre.

PIEGES ANTICIPES

1 — C'est la plus petite valeur, atteinte pour x = 0 : multiplier par —2 renverse |'ordre.

EXERCICE 40 - BASE Les coordonnées du point N

Soit OP M un triangle rectangle en P tel que OP = 5 et M P = 12. On trace le demi-cercle
trigonométrique de centre O, dans un repére (0,0j, Oﬁ) ou A est sur le segment [OP] et B
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du méme cété que M. La droite (OM) coupe le demi-cercle en N. Calculer I'ordonnée de N.

Ecris seulement I'ordonnée, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

t Réponse attendue : 12/13

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Calcule d'abord I'hypoténuse O M avec le théoréme de Pythagore.
2. L'ordonnée de IV est le sinus de I'angle PODM : le coté opposé sur I'hypoténuse.

CORRECTION

L'hypoténuse — Le triangle O P M est rectangle en P.
OM = /52 +122 = /169 = 13

L'ordonnée de N — C'est le sinus de I'angle en O.
in POM = b — 22

= sin = — = —
o oM ~ 13

5 12

E, 1—3) : pour un angle aigu, la définition sur le demi-cercle redonne

Le point [N a pour coordonnées (
celle du triangle rectangle.
PIEGES ANTICIPES

5/13 — C'est |'abscisse de N, le cosinus de I'angle : I'ordonnée est le sinus.

12/5 — C'est la tangente de I'angle : on divise par I'hypoténuse O M, pas par OP.

EXERCICE 41 - RAISONNEMENT Retrouver l'angle

—
Dans le repére orthonormé (O, OZ, OB), on considére le point M (2, 2+/3). Déterminer, en
radians, la mesure de I'angle AOM .

Ecris I'angle en radians, et non en degrés, avec pi.

Réponse attendue : pi/3 — aussi acceptées : 1/3

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Soit P le projeté orthogonal de M sur la droite (O A) : le triangle OP M est rectangle en P, avec
OP =2et PM = 24/3.
2. Calcule OM, puis le cosinus de I'angle AOM.
3. Lis I'angle dans le tableau des valeurs remarquables.

CORRECTION

La distance OM — On applique le théoréme de Pythagore dans le triangle OP M.
OM =+v4+12=4

Le cosinus — Le c6té adjacent sur I'hypoténuse.

____ oP 2 1
Ao =28 2 _ 2
o8 OM 4 2

L'angle — Un seul réel de [0, 7] a pour cosinus un demi.
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AOM = —
3
Le point oui [OM) coupe le demi-cercle a pour coordonnées 3 o : un cosinus suffit pour retrouver
I'angle.

PIEGES ANTICIPES

OP 1

OM 2

60 / 60° — C'est la bonne mesure, mais en degrés : la consigne la demande en radians.

: 3 . :
pi/6 — C'est I'angle dont le cosinus vaut 7 :ici le cosinus est

1.05 / 1.047 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 42 - BASE Deux angles obtus
2 T

Calculer, sans calculatrice, cos ? + sin —.

6

Ecris seulement le nombre.

Réponse attendue : @

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Ecris chaque angle comme 7 moins un angle remarquable.

2. Deux angles supplémentaires ont le méme sinus et des cosinus opposés.

CORRECTION
: 2m , : m : :
Le cosinus — 3 est le supplémentaire de 3 : le cosinus change de signe.
2 s 1
COS— = —COS 7 = — =
3 3 2
: oM . : T )
Le sinus — 5 est le supplémentaire de 5 : le sinus est le méme.
Y T 1
Sin — = Sln — = —
6 6 2
La somme —
1 + I 0
2 2

Pour un angle obtus, on passe par son supplémentaire : méme sinus, cosinus opposé.

PIEGES ANTICIPES

: 2m o : \
1 — Le cosinus de ? est négatif : I'angle est obtus, son point est & gauche de I'axe (OB).

™ ™
-1 — Le sinus d'un réel de [0, 7| n'est jamais négatif : le sinus de = est celui de —.

EXERCICE 43 - PRATIQUE Un cosinus connu
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Soit  un réel de I'intervalle fermé [0, 7] tel que cos = 0,3. Calculer cos(m — z) + sin(m —
x) — sinx.

Ecris seulement le nombre.

‘ Réponse attendue : -3/10 — aussi acceptées : -0.3 ]

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Remplace cos(m — z) et sin(m — x) a I'aide des formules des angles supplémentaires.
2. Le sinus de x n'a pas besoin d'étre calculé : il disparait.
CORRECTION
Les angles supplémentaires —
cos(m —x) = —cosx ; sin(m—x)=sinz
La simplification — Les deux sinus s'annulent.
—cosx +sinz —sinz = —cosz = —0,3

Avant de calculer, on simplifie avec les formules des angles supplémentaires : ici, le sinus de & n'était pas utile.

PIEGES ANTICIPES

3/10 — Le cosinus de m — x est |'opposé de celui de x.

EXERCICE 44 - RAISONNEMENT Le cosinus de la somme de deux angles

& 2 N —~
Soit ABC' un triangle tel que cos A = =2 Calculer le cosinus de la somme B + C.

Ecris seulement la valeur exacte, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

t Réponse attendue : -2/7 ]

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La somme des trois angles d'un triangle vaut 7.
2. Exprime B+ C alaide de A : cest son supplémentaire.

CORRECTION

La somme des angles —
B+C=n—-A
Le cosinus — Deux angles supplémentaires ont des cosinus opposés.

cos<§+a>:cos(ﬁ—fT):—cos/T:_%

Dans un triangle, la somme de deux angles est le supplémentaire du troisieme : méme sinus, cosinus opposé.

PIEGES ANTICIPES
2/7 — Les angles B + C' et A sont supplémentaires : leurs cosinus sont opposés, pas égaux.

5/7 = On ne retranche pas les cosinus : on écrit B + C = m — A.
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EXERCICE 45 - PRATIQUE Cinq cosinus

) T 21 3T 47
Calculer, sans calculatrice, cos g + cos ? + cos ? + cos ? -+ cos 7.

Ecris seulement le nombre.

Réponse attendue : -1

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Repeére les angles qui vont par paires de somme 7.

2. Deux angles supplémentaires ont des cosinus opposés. Il reste un dernier terme, a lire sur le demi-cercle.

CORRECTION
. . 47 . .om . 3T . .27
es paires — — est 71 moins —, et — est 71 moins —.
P 5 55 5
4 ™ 3 27
COS— = —COS— ; COS— = —COS —
5 5 5 5

Le dernier terme — Chaque paire donne zéro ; le cosinus de 7 est I'abscisse de A'.

0+0+cosm=—1

Des angles qui vont par paires de somme 7 : leurs cosinus s'annulent deux a deux.
PIEGES ANTICIPES

@ — Les deux paires s'annulent, mais il reste cos 7, qui vaut —1.

1 — Le cosinus de 7 est I'abscisse de A'(—1,0) : il vaut —1.

EXERCICE 46 - RAISONNEMENT Sinus et cosinus mélangés

) LT . 6w 27 5%
Calculer, sans calculatrice, Sin — — SIn — + c0S — + C0s —-.
7 7 7 7
Ecris seulement le nombre.
t Réponse attendue : 0
INDICES, DANS L'ORDRE
) . 67 ™ 9T 2
1. Cherche les angles supplémentaires : 7 va avec 7, et 7 avec 7

2. Pour deux angles supplémentaires, les sinus sont égaux et les cosinus opposés.

CORRECTION

Les angles supplémentaires —
. b7 v 5% 27
sin— =sin— ; C€OS— = —COS —

7 7 7 7

La somme — Les termes s'annulent deux a deux.
.o . 21 21
sin— —sin— +cos— —cos— =0

7 7 7 7

Les sinus de deux angles supplémentaires sont égaux : c'est leur différence qui s'annule. Leurs cosinus sont
opposés : c'est leur somme qui s'annule.
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PIEGES ANTICIPES

67 m
2*sin(pi/7) — Le sinus de - n'est pas |'opposé de celui de 7 : deux angles supplémentaires ont le

meéme sinus.

2*cos(2*pi/7) — Les cosinus de deux angles supplémentaires sont opposés : leur somme est nulle.

EXERCICE 47 - PRATIQUE Sinus et cosinus échangés

s 3 4 s
Soit 2 un réel compris entre 0 et — tel que sinx = 5 etcosx = 5 Calculer 2 cos (5 — :c) —

»(3 )
sin(—-—x).
2

Ecris seulement le nombre.

t Réponse attendue : 2/5 — aussi acceptées : 0.4

INDICES, DANS L'ORDRE

T
1. Les réels x et 3~ x sont complémentaires.

2. Deux angles complémentaires échangent leur sinus et leur cosinus.

CORRECTION
L'échange —

™ . 3 LT 4
COS(E—ZE) :sm:v:g ; 81n<§—:v> :COSCIZZE
Le calcul —

3 4 6 4 2
2X = —=—==-—===

5 5 5 5 5

™
Le cosinus de 5 T est le sinus de x, et son sinus est le cosinus de x.

PIEGES ANTICIPES

2 2 . 7T . .
1 — Tu n'as pas échangé : le cosinus de 5 x est le sinus de x, pas son cosinus.

EXERCICE 48 - PRATIQUE Deux carrés de sinus

) . T\ 2 . 3w
Calculer, sans calculatrice, smg + | sin —

10

Ecris seulement le nombre.

( Réponse attendue : 1

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Additionne les deux angles : ils sont complémentaires.
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3m
2. Remplace le sinus de 0 par le cosinus de son complémentaire, puis pense a la premiere relation

fondamentale.

CORRECTION

Deux angles complémentaires —
T 3r 2 3m o«
5710 10 10 2

L'échange — Le sinus de |'un est le cosinus de l'autre.
. 37 T

Sin — = cos —

10 5

La relation fondamentale —

oM\ 2 T\ 2 1
(smg> +<cos g> =

Deux angles complémentaires : le carré du sinus de I'un plus le carré du sinus de I'autre vaut un.

PIEGES ANTICIPES

3 iy
2*(sin(pi/5))~2 — Le sinus de 1—0 n'est pas celui de g : les deux angles sont complémentaires, le sinus

de l'un est le cosinus de ['autre.

EXERCICE 49 - DEFI Quatre carrés de cosinus

Calcul Iculatrice, | (cos 7r)Z—I—(cos7r)2—|— cos37r + | cos 27 d
alculer, sans calculatrice, la somme — - - — es
10 5 10 5

carrés de quatre cosinus.

Ecris seulement le nombre.

Réponse attendue : 2

INDICES, DANS L'ORDRE

s
1. Groupe les angles par paires de somme 5

2. Dans chaque paire, le cosinus de I'un est le sinus de l'autre.

3. Chaque paire devient la somme des carrés du cosinus et du sinus d'un méme réel.

CORRECTION
Les paires —
T 2r  mw T 3Tt 7
075 27 5710 2
L'échange —

2m LT 37 .o
cos? :Sml_() ; cosﬁ zsmg

La somme — Chaque crochet vaut un, d'aprés la premiére relation fondamentale.

(cosg5) "+ (singg) | | (cos )+ (snE) | =101 =2

Repérer les angles complémentaires, échanger sinus et cosinus, puis reconnaitre la relation fondamentale.
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PIEGES ANTICIPES
1 - Il'y a deux paires d'angles complémentaires : chacune vaut 1.

@ — Ces angles sont complémentaires, pas supplémentaires : on échange sinus et cosinus, rien ne
s'annule.

EXERCICE 50 - BASE La cotangente dans un triangle rectangle

Soit ABC' un triangle rectangle en B tel que AB = 7 et BC' = 24. Calculer la cotangente de
l'angle A.

Ecris seulement la valeur exacte de la cotangente, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien
devant.

Réponse attendue : 7/24

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Pour I'angle A, le c6té adjacent est [AB] et le c6té opposé est [BC/.
2. La cotangente d'un angle aigu est le c6té adjacent sur le coté opposé : I'inverse de la tangente.

CORRECTION

La tangente — Le cOté opposé sur le c6té adjacent.

A_ BC 24
tan A = AB 7

La cotangente — C'est l'inverse.
1 AB 7

tanﬁ_BC:ﬂ

Dans un triangle rectangle, la cotangente d'un angle aigu est le coté adjacent sur le c6té opposé.

PIEGES ANTICIPES

24/7 — C'est la tangente de A:la cotangente en est l'inverse.

7/25 — C'est le cosinus de A : I'hypoténuse mesure 25, mais la cotangente ne I'utilise pas.

EXERCICE 51 - PRATIQUE Tangente plus cotangente

8
Soit & un réel de I'intervalle fermé [0, 7] tel que cosx = ——— etsinx = —. Calculer la somme

17 17

de la tangente et de la cotangente de .

Ecris seulement la valeur exacte, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

Réponse attendue : -289/120

INDICES, DANS L'ORDRE
1. La tangente est le sinus sur le cosinus, la cotangente le cosinus sur le sinus.

2. Réduis les deux fractions au méme dénominateur, 120.

CORRECTION
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La tangente —

15 ( 17> 15
tanr = — X | —— | = ——

17 8 8
La cotangente — C'est l'inverse de la tangente.
coszx 8
sinz 15
La somme —
15 8 B 225 4 64 N 289
8 15 120 120

La tangente et la cotangente d'un méme réel sont inverses |'une de I'autre, et ont le méme signe.

PIEGES ANTICIPES
289/120 — L'angle est obtus : la tangente et la cotangente sont toutes les deux négatives.

-161/120 — La cotangente a le méme signe que la tangente : elle est négative elle aussi.

EXERCICE 52 - PRATIQUE Un sinus double du cosinus

Soit & un réel strictement compris entre 0 et 7 tel que sin ¢ = 2 cos . Calculer la cotangente de .

Ecris seulement la valeur de la cotangente.

Réponse attendue : 1/2 — aussi acceptées : 0.5 J

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le cosinus de & ne peut pas étre nul : sinon le sinus le serait aussi, et « vaudrait 0 ou 7.

2. Divise les deux membres de |'égalité par le cosinus de x : tu obtiens la tangente.

CORRECTION
Pas de division par zéro — Si le cosinus était nul, le sinus le serait aussi : impossible pour  entre 0 et 7.

cosx # 0

La tangente —

sinx
tanz = 2
cos T
La cotangente — C'est l'inverse de la tangente.
cosz 1
sinz 2

Une égalité entre le sinus et le cosinus donne directement la tangente, puis la cotangente, son inverse.

PIEGES ANTICIPES

2 — C'est la tangente : la cotangente est le cosinus sur le sinus, son inverse.

EXERCICE 53 - PRATIQUE Lire la tangente sur la droite D
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’ . N H H .
Soit € le demi-cercle trigonométrique dans le repére (O, OA, OB), et D sa tangente en A, munie
— —_— 27
du repére (A, AT) ou I(1,1). Soit M le point de € tel que AOM = 3 la droite (OM) coupe
D en T. Déterminer la mesure algébrique AT.

Donne la valeur exacte de la mesure algébrique.

‘ Réponse attendue : -sqrt(3) — aussi acceptées : -v3 J

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La mesure algébrique AT est la tangente de l'angle m

. : T . .
2. Calcule le sinus et le cosinus de 3 puis leur quotient.

CORRECTION
: : , 2m , : 7r
Sinus et cosinus — L'angle 3 est le supplémentaire de —.

. 27 V3 2m
sih— = — ; cos— = —
3 2

La tangente —

S 2 3
AT:tan?W: % ><(—2):—\/§

Une mesure algébrique négative : le point T" est sous I'axe (O A), de l'autre coté de A par rapport a I. C'est
le signe de la tangente d'un angle obtus.

PIEGES ANTICIPES
sqrt(3) — La mesure algébrique tient compte du sens : I'angle est obtus, le point 1" est de 'autre coté de
A par rapport a I.

-1.73 / -1.732 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 54 - RAISONNEMENT Retrouver I'angle a partir de T'

Soit € le demi-cercle trigonométrique dans le repére (O, OZ, OE), et D’ sa tangente en B,

1 &
munie du repére (B, BI) ot I(1,1). Soit M un point de &, distinct de A etde A’; la droite
(OM) coupe D' en T". Déterminer, en radians, I'angle AOM lorsque BT" = —1.

Ecris I'angle en radians, et non en degrés, avec pi.

‘ Réponse attendue : 3*pi/4 — aussi acceptées : 3pi/4 ]

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La mesure algébrique BT’ est la cotangente de I'angle AOM.

2. Une cotangente négative : I'angle est obtus. Quel angle aigu a une cotangente égale a 1 ?
CORRECTION

La cotangente — On note & I'angle AOM.
cos o
=BT = -1

sin o
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s .
L'angle aigu associé — La cotangente de 1 vaut 1 ; celle de son supplémentaire vaut —1.
T 3
a=7T——=—

4 4

La cotangente se lit sur la tangente en B : son signe dit si I'angle est aigu ou obtus.

PIEGES ANTICIPES

Y
pi/4 — La cotangente de 1 vaut 1, pas —1 : une cotangente négative correspond a un angle obtus.

135 / 135° — C'est la bonne mesure, mais en degrés : la consigne la demande en radians.

2.36 / 2.356 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 55 - BASE Une tangente remarquable

T
Soit  un réel de I'intervalle fermé [0, ], différent de 5 tel que tan z = —+/3. Déterminer .

Ecris la valeur de x en radians, et non en degrés, avec pi.

Réponse attendue : 2*pi/3 — aussi acceptées : 2pi/3

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La tangente est négative : I'angle est obtus.

2. Quel angle aigu a pour tangente /3 ? Prends son supplémentaire.
CORRECTION

L'angle aigu — On lit le tableau des valeurs remarquables.

tanzz\/g

3
Le supplémentaire — Deux angles supplémentaires ont des tangentes opposées.
T 27
T="T— — = —
3 5!

Une tangente négative sur l'intervalle fermé [0, 7] : I'angle est obtus, c'est le supplémentaire d'un angle
remarquable.

PIEGES ANTICIPES

Y
pi/3 — La tangente de 3 vaut \/g, pas —/3: I'angle cherché est obtus.

3
5%pi/6 — C'est I'angle dont la tangente vaut —? :ici la tangente vaut —/3.

120 / 120° — C'est la bonne mesure, mais en degrés : la consigne la demande en radians.

EXERCICE 56 - BASE Méme sinus que 21/9

: . 2m
Déterminer tous les réels  de l'intervalle fermé [0, 7] tels que sin = sin 5

Ecris les deux valeurs entre accolades, séparées par un point-virgule, avec pi.
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t Réponse attendue : {2pi/9;7pi/9} — aussi acceptées : {21/9;71/9} - {2*pi/9;7*pi/9} - {2*1/9;7*1/9}

INDICES, DANS L'ORDRE
. . 7 . . . 7 M 7r
1. Sur le demi-cercle trigonométrique, combien de points ont pour ordonnée sin 9 ?

2. Deux angles supplémentaires ont le méme sinus.

CORRECTION

2w
Une premiére solution — Le réel 9 lui-méme convient.

2
T=—
9
Son supplémentaire — Le supplémentaire a le méme sinus.
2 Tm
9 9

Sur [0, 7r], un sinus strictement compris entre 0 et 1 est atteint deux fois : en un angle aigu et en son
supplémentaire.

PIEGES ANTICIPES

m
{2pi/9} / 2pi/9 — Il manque une valeur : le supplémentaire de ? a le méme sinus.

5 ) _ 2T . . 27
{2pi/9;5pi/18} — E est le complémentaire de ? :il a pour sinus le cosinus de ? C'est le

supplémentaire qui garde le sinus.

EXERCICE 57 - PRATIQUE Un calcul avec le tableau

. . M\ 2 T 2
Calculer, sans calculatrice, 4 (sm g) — tan Z + 2 cos ?

Ecris seulement le nombre.

( Réponse attendue : 1

INDICES, DANS L'ORDRE

T Y
1. Lis dans le tableau le sinus de 3 et la tangente de 1

2T
2. Pour 3 passe par le supplémentaire : le cosinus change de signe.

CORRECTION

Les valeurs —

(sinz>2:§ : tanzzl : COSZ_w:_l
3 4 4 ' 3 2

Le calcul —

4><§—1+2>< ! =3-1-1=1
4 2

On lit les valeurs remarquables dans le tableau, et I'on passe par le supplémentaire pour un angle obtus.

( PIEGES ANTICIPES
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Y
3 — Le cosinus de 3 est négatif : c'est moins un demi.

. 7T , , .
2*sqrt(3)-2 — Le sinus de § est au carre : son carre vaut trois quarts.

EXERCICE 58 - RAISONNEMENT Un carré de cosinus

Résoudre dans I'intervalle fermé [0, 7] I'équation 4(cos x)? = 1 : quatre fois le carré du cosinus de
T est égal a un.

Ecris les solutions entre accolades, séparées par un point-virgule, avec pi.

‘ Réponse attendue : {pi/3;2pi/3} — aussi acceptées : {r/3;21/3} - {pi/3;2*pi/3} - {m/3;2*1/3}

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le carré du cosinus vaut é_l : le cosinus vaut un demi ou moins un demi.

2. Sur [0, 7], chaque valeur du cosinus donne un seul réel : traite les deux.

CORRECTION
Le carré —
(cosz)? = L
4
Deux cosinus — Un nombre et son opposé ont le méme carré.
1 1
cosST = 5 ou CosST = 5
Les solutions — Le cosinus négatif donne le supplémentaire.
o T 27
r = g ou =T — g = ?

Un carré donne deux valeurs opposées du cosinus ; chacune donne un réel de l'intervalle fermé [0, ].

PIEGES ANTICIPES
{pi/3} / pi/3 — Le cosinus peut aussi valoir moins un demi : il correspond a un angle obtus.

{pi/6;5pi/6} — Ce sont les réels dont le sinus vaut un demi : ici, c'est le cosinus.

EXERCICE 59 - BASE Le sinus d'un angle aigu

T
Soit & un réel compris entre 0 et 5 tel que cos ¢ = 0,28. Calculer sin z.

Ecris seulement la valeur exacte du sinus.

( Réponse attendue : 24/25 — aussi acceptées : 0.96

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Utilise la premiere relation fondamentale : la somme des carrés du cosinus et du sinus vaut un.

2. Le sinus d'un réel de [0, 7] est positif.

CORRECTION
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Le carré du sinus —
(sin $)2 =1- (),282 =1-0,0784 = 0,9216

Le sinus — Il est positif.
sinx = 4/0,9216 = 0,96

Du cosinus au sinus : la relation fondamentale donne le carré, et sur [0, 7] le sinus est toujours positif.

PIEGES ANTICIPES
0.72 — Tu as retiré le cosinus a un, pas son carré : la relation porte sur les carrés.
0.9216 — C'est le carré du sinus : il reste a prendre la racine carrée.

-0.96 — Sur [0, 7], le sinus est toujours positif.

EXERCICE 60 - PRATIQUE Le cosinus d'un angle obtus

, . : T : 2
Soit x un réel compris entre 5 et tel que sSinx — 5 Calculer cos x.

Ecris seulement la valeur exacte du cosinus, sans rien devant.

Réponse attendue : -sqrt(5)/3 — aussi acceptées : -V5/3

INDICES, DANS L'ORDRE
1. La premiére relation fondamentale donne le carré du cosinus.

2. L'angle est obtus : quel est le signe de son cosinus ?

CORRECTION

Le carré du cosinus —

4 5
2 — ]_ - —
(cos ) 5= 9

Le signe — L'angle est obtus : son cosinus est négatif.

V5

COSTL = ————

3

Le carré ne donne pas le signe : c'est la position de I'angle, aigu ou obtus, qui le donne.

PIEGES ANTICIPES
sqrt(5)/3 — L'angle est obtus : son cosinus est négatif.
-5/9 / 5/9 — C'est le carré du cosinus, au signe pres : il reste a prendre la racine carrée.

-0.75 / -0.745 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 61 - DEFI Une différence connue

s ) 1
Soit & un réel compris entre 0 et 5 tel quecos T — SInx = g Calculer tan x.

Ecris seulement la valeur exacte de la tangente.

Réponse attendue : 3/4 — aussi acceptées : 0.75
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INDICES, DANS L'ORDRE
1. Eléve au carré les deux membres : la premiére relation fondamentale fait apparaitre le produit sin z x
cos T.

2. Calcule ensuite le carré de cos & + sin x : cette somme est positive.
3. Avec la somme et la différence, tu trouves le cosinus et le sinus.
CORRECTION

Le carré de la différence —

1
(cosz —sinz)? =1 — 2sinxz cosx = 5%

Le produit —
. 24
2sinxcosT = —
25
La somme — Le cosinus et le sinus sont positifs : leur somme aussi.
(cosz + sin z)? 1+24 £ + si
T inz)“ = — = — ; COST nr = -
25 25 ' )
Cosinus et sinus — On ajoute, puis on retranche, la somme et la différence.
4 . 3
CoOST = — ; Ssinx = —
5 5
La tangente —
3 5 3
tanr = - X - = =
5 4 4

Le carré d'une somme ou d'une différence du cosinus et du sinus se simplifie grace a la relation fondamentale.

PIEGES ANTICIPES
4/3 — C'est la cotangente : la tangente met le sinus en haut.

12/25 — C'est le produit sin & X cos  : il reste a trouver le sinus et le cosinus.

EXERCICE 62 - RAISONNEMENT Une expression qui ne dépend pas de x

Soit z un réel de I'intervalle fermé [0, m|. Simplifier I'expression (sinz)* — (cos z)* + 2(cos z)? :
la puissance quatrieme du sinus, moins la puissance quatrieme du cosinus, plus deux fois le carré du
cosinus.

Ecris I'expression simplifiée.

Réponse attendue : 1 ]

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La différence (sin z)* — (cos z)* est une différence de deux carrés : factorise-la.

2. L'un des deux facteurs vaut un, d'apres la premiere relation fondamentale.

CORRECTION
La factorisation — On factorise la différence de deux carrés, puis on applique la relation fondamentale.
(sinz)* — (cosz)* = [(sinz)? — (cosz)?] [(sinz)? + (cosz)?] = (sinz)? — (cosz)?

La simplification —
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(sinz)? — (cosxz)? + 2(cosz)? = (sinz)? + (cosz)? =1

Devant des puissances du sinus et du cosinus, on cherche une identité remarquable qui fasse apparaitre la
somme de leurs carrés.

PIEGES ANTICIPES

4

1+2* (cos(x))*2 — La relation fondamentale porte sur la somme des carrés : (sin z)* — (cos z)* ne vaut

pas 1. Factorise cette différence de deux carrés.

EXERCICE 63 - PRATIQUE De la tangente au sinus

Soit « un réel de I'intervalle fermé [0, 7] tel que tan x = ~o Calculer sin z.

Ecris seulement la valeur exacte du sinus, sous la forme d'une fraction irréductible, sans rien devant.

‘ Réponse attendue : 7/25

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Avec la tangente, la relation a utiliser donne l'inverse du carré du cosinus.
2. La tangente est négative : I'angle est obtus, son cosinus est négatif. Le sinus, lui, est toujours positif sur [0,
7.
3. Termine avec sinz = tanx X cos .
CORRECTION

Le carré du cosinus —

1 14 49 625
(cosz)? 576 576
Le cosinus — L'angle est obtus : son cosinus est négatif.

24
COST = ——
25

Le sinus —
. 7 24 7
smer=——X|—==| ==
24 25 25
On choisit la relation qui contient le rapport connu, on fixe le signe, puis on termine avec un quotient.

PIEGES ANTICIPES

-7/25 = Sur [0, 7], le sinus est toujours positif : c'est le cosinus qui porte le signe.

-24/25 — C'est le cosinus de x : il reste a le multiplier par la tangente.

EXERCICE 64 - RAISONNEMENT De la cotangente au cosinus

1
Soit  un réel strictement compris entre 0 et 7 dont la cotangente vaut 3 Calculer cos .

Ecris seulement la valeur exacte du cosinus, sans rien devant.
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L Réponse attendue : sqrt(10)/10 — aussi acceptées : 1/sqrt(10) - v10/10

INDICES, DANS L'ORDRE
1. La relation avec la cotangente donne l'inverse du carré du sinus : un plus le carré de la cotangente.

2. Le sinus est positif. Termine avec : le cosinus est la cotangente multipliée par le sinus.

CORRECTION

Le carré du sinus —

L 1w

(sinz)? 9 9

Le sinus — Il est positif.

sinx = 5 = 3V10
Ji0 10

Le cosinus —

cosT = 1 X 3v10 = V10
3 10 10

Avec la cotangente, on passe par le sinus : sa relation donne l'inverse du carré du sinus.

PIEGES ANTICIPES
3*sqrt(10)/10 — C'est le sinus de @ : multiplie-le par la cotangente pour avoir le cosinus.
-sqrt(10)/10 — La cotangente est positive : I'angle est aigu, et son cosinus aussi est positif.

0.32 / 0.316 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 65 - RAISONNEMENT Du cosinus a la tangente

1
Soit  un réel de I'intervalle fermé [0, 7] tel que cos x = 1 Calculer tan .

Ecris seulement la valeur exacte de la tangente, sans rien devant.

Réponse attendue : -sqrt(15) — aussi acceptées : -V 15

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Calcule d'abord le sinus avec la premiére relation fondamentale : il est positif.

2. La tangente est le sinus divisé par le cosinus.

CORRECTION
Le sinus —
1 1 V1
(Sinw)zzl——:—f) ; Sina):_5
16 16 4

La tangente —

tanz = @ x (—4) = —+/15

Le sinus est toujours positif sur l'intervalle fermé [0, 7] : la tangente a donc le signe du cosinus.

( PIEGES ANTICIPES
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sqrt(15) — Le cosinus est négatif : la tangente aussi.
-sqrt(15)/15 — C'est la cotangente, le cosinus divisé par le sinus : la tangente en est l'inverse.

-3.87 / -3.873 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 66 - BASE La tangente d'un angle obtus

5%
Donner la valeur exacte de tan F

Ecris seulement la valeur exacte, sans rien devant.

t Réponse attendue : -sqrt(3)/3 — aussi acceptées : -1/sqrt(3) - -v3/3

INDICES, DANS L'ORDRE

.. ™ T
1. Ecris F sous la forme m — —.

6

2. Deux angles supplémentaires ont des tangentes opposées.

CORRECTION
Le supplémentaire —
o m
—_— 7-" .

6 6

La tangente —

s V3

™
tan — = —tan—- = ——

6 6 3

Pour un angle obtus, la tangente est I'opposée de celle du supplémentaire.

PIEGES ANTICIPES

sqrt(3)/3 — L'angle est obtus : sa tangente est négative.
7 s
-sqrt(3) — C'est I'opposé de la tangente de 3 sici I'angle est le supplémentaire de 5

-0.58 / -0.577 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 67 - PRATIQUE Quatre tangentes, deux négatives

) ™ 5 7T 117
Calculer, sans calculatrice, tan — X tan — X tan — X tan —.
12 12 12 12

Ecris seulement le nombre.

Réponse attendue : 1

INDICES, DANS L'ORDRE

m o Tm 1llmw

—, —, — et —.

12712 12 12

2. Deux angles supplémentaires ont des tangentes opposées ; deux angles complémentaires ont des
tangentes inverses.

1. Cherche les angles complémentaires et les angles supplémentaires parmi

CORRECTION
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; . T 117 ) ) 5 T
Les angles supplémentaires — D) et D) sont les supplémentaires de D) etde —

12°
; T ¢ 5% ; 117 ; T
an — = —tan — an — = —tan —
12 12’ 12 12
) . T S 0w .
Les angles complémentaires — 12 + T = 5 - leurs tangentes sont inverses.

t 7T><ta o™ 1
— n——
a1 12

Le produit — On remplace les deux tangentes négatives : les deux signes moins se compensent.

2
s om o ™ s o
tan — X tan — X | —tan — | X (—tan—) = (tan— xtan— | =12=1
12 12 12 12 12 12
Supplémentaires : tangentes opposées ; complémentaires : tangentes inverses. On regroupe les facteurs par
paires.

PIEGES ANTICIPES

-1 — Les deux tangentes des angles obtus sont négatives : deux signes moins, le produit est positif.

EXERCICE 68 - RAISONNEMENT Trois rapports d'angles associés
. s . 7.‘-
Soit  un réel compris entre 0 et — tel que tan z = 2. Calculer la somme de tan(m — ), de la

™
cotangente de (5 = a:) et de la cotangente de (7 — ).

Ecris seulement le nombre.

Réponse attendue : -1/2 — aussi acceptées : -0.5

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Deux angles supplémentaires ont des tangentes opposées et des cotangentes opposées.
2. Deux angles complémentaires échangent tangente et cotangente.

3. La cotangente de x est I'inverse de sa tangente.

CORRECTION
Le supplémentaire —

tan(m — z) = —tanz = —2
7’ . 7.(-
Le complémentaire — La cotangente de 5~ T est la tangente de x.
U
COS 5 — X B sin x
. 4 B
sin <§ — :c) cosT

La derniére — La cotangente de m — x est |'opposée de celle de x, qui vaut un demi.

cos(m—x)  cosz 1
sin(t —x)  sinz 2
La somme —

242 L1
2 2
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Supplémentaires : tangentes et cotangentes opposées. Complémentaires : tangente et cotangente échangées.

PIEGES ANTICIPES
1/2 — La cotangente de ™ — x est I'opposée de celle de .

-9/2 — Pour deux angles complémentaires, rien ne change de signe : la cotangente de I'un est la tangente
de l'autre.

EXERCICE 69 - PRATIQUE Le cosinus de 51t/8

‘ T V2 -2 ) o
On admet que le sinus de 3 vaut — 5 Donner la valeur exacte du cosinus de 3

Ecris seulement la valeur exacte, sans rien devant.

Réponse attendue : -sqrt(2-sqrt(2))/2 — aussi acceptées : -V (2-V2)/2

INDICES, DANS L'ORDRE

3

o
1. L'angle 3 est le supplémentaire de e

3w , : 7T
2. L'angle 3 est le complémentaire de 3

CORRECTION

Le supplémentaire — Le cosinus change de signe.

o 3

COS ? = — COSs ?

Le complémentaire — Le cosinus de I'un est le sinus de l'autre.
37 LT

COS ? — Sin g

Le résultat —
o 242

cos I —

) ) , T 3T 5
Avec les angles supplémentaires et complémentaires, les valeurs de 3 donnent celles de e de — etde

Ve 8

PIEGES ANTICIPES

3 57
sqrt(2-sqrt(2))/2 — C'est le cosinus de 3 :I'angle 3 est obtus, son cosinus est négatif.

m ™ s
-sqrt(2+sqrt(2))/2 — C'est I'opposeé du cosinus de 3 . le cosinus de g est le sinus de 3 son

complémentaire.

-0.38 / -0.383 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 70 - RAISONNEMENT La tangente de 3m/8
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Y ™
On sait que tan 3 = /2 — 1. Donner la valeur exacte de la tangente de e sans racine au

dénominateur.

Ecris la valeur exacte, sans racine au dénominateur.

Réponse attendue : sqrt(2)+1 — aussi acceptées : 1+sqrt(2) - V2+1 - 1+v2 J

INDICES, DANS L'ORDRE
T 3w ) , . .
1. Les angles g et ? sont complémentaires : la tangente de I'un est la cotangente de ['autre.

2. La cotangente est I'inverse de la tangente. Pour 6ter la racine du dénominateur, multiplie en haut et en bas
par la quantité conjuguée du dénominateur.

CORRECTION

Le complémentaire —

ta 3 1 1
n—— —

La quantité conjuguée —

1 V2+1 V241

VZ-1 (V2-1)(2+1) 2-1

Complémentaires : les tangentes sont inverses. Supplémentaires : elles sont opposées.

=v2+1

PIEGES ANTICIPES

u L ; .
1-sgrt(2) — C'est la tangente de e le supplémentaire : ici, les angles sont complémentaires.

™
sqrt(2)-1 — C'est la tangente de g : celle de son complémentaire en est l'inverse.

2.41 / 2.414 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 71 - DEFI L'aire d'un triangle d'angle 1t/8

Soit ABC' un triangle rectangle en A tel que BC' = 10 et B = % On note O le milieu de [BC]|

et H le pied de la hauteur issue de A. Calculer I'aire du triangle ABC', sans écrire I'unité.

Donne la valeur exacte de l'aire, le nombre seul.

Réponse attendue : 25*sqrt(2)/2 — aussi acceptées : 25v2/2 - 25/sqrt(2) ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. L'aire est la moitié de BC x AH :il faut la hauteur AH.

2. Le milieu de I'hypoténuse est a égale distance des trois sommets ; le triangle O AB est isocéle en O :
calcule I'angle AOH.

3. Le triangle AOH est rectangle en H : [AH| est le coté opposé a I'angle AOH.

CORRECTION

Le milieu de I'hypoténuse —
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OA=0B=0C=5

s
Les angles en O — Le triangle O AB est isocéle en O : ses angles a la base mesurent 3
— T 3w — T

8 4 4

La hauteur — Dans le triangle AO H, rectangle en H.

AH:OAxsin£:5x§:5—\2/§

L'aire — La moitié de la base par la hauteur.

5v2  25v2
2 2

™ s
Le milieu de I'hypoténuse fait apparaitre le double de I'angle g, c'est-a-dire 1’ un angle remarquable.

1
aire(ABC) = 3 X 10 x

PIEGES ANTICIPES

5*sqrt(2)/2 — C'est la hauteur AH : il reste a calculer l'aire, la moitié de BC' x AH.
1
25*sqrt(2) — Tu as oublié la moitié : I'aire est 3 x BC x AH.

17.68 / 17.678 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 72 - BASE La hauteur par deux segments

Dans un triangle ABC rectangle en A, le pied H de la hauteur issue de A vérifie HB = 2 et
HC = 8. Calculer AH.

Donne la longueur AH.

Réponse attendue : 4

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Les angles B et C'AH sont égaux : écris leur tangente dans les triangles AHB et AHC.

2. Le carré de la hauteur est le produit des deux segments qu'elle découpe sur I'hypoténuse.

CORRECTION

Le carré de la hauteur —

AH? =HB x HC =2 x 8 =16
La hauteur — Une longueur est positive.

AH =4

Dans un triangle rectangle, le carré de la hauteur issue de I'angle droit est le produit des deux segments H B
et HC.

PIEGES ANTICIPES

16 - Clest AH? : prends la racine carrée.

5 — La hauteur n'est pas la moyenne des deux segments : son carré est leur produit.
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EXERCICE 73 - PRATIQUE Un c6té de I'angle droit par la hauteur

Dans un triangle ABC rectangle en A, la hauteur [AH| mesure 6 et HB = 4. Calculer AC.

Donne la valeur exacte de AC.

Réponse attendue : 3*sqrt(13) — aussi acceptées : 3V 13 - sqrt(117)

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La relation AH? = HB x HC donne HC.

2. Le triangle AH C est rectangle en H : tu connais ses deux cétés de l'angle droit.

CORRECTION

Le segment HC — On utilise AH? = HB x HC.
AH? 36

HC=pp =77

Le cété AC — Théoréme de Pythagore dans le triangle AH C', rectangle en H.
AC® = AH? + HC? = 36 + 81 = 117
La longueur —

AC = /117 = 3/13

La hauteur relative & I'hypoténuse donne le segment manquant ; on vérifie avec AC? = HC x BC = 9 x
13 = 117.

PIEGES ANTICIPES
2*sqrt(13) — C'est AB, du c6té de B : pour AC, il faut d'abord le segment HC'.
117 - C'est AC? : il reste & prendre la racine carrée.

10.82 / 10.817 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 74 - RAISONNEMENT La hauteur et une tangente

Soit ABC' un triangle rectangle en A et H le pied de la hauteur issue de A. On sait que HB = 2
et que la tangente de I'angle B vaut 3. Calculer HC.
Donne la longueur HC'.

Réponse attendue : 18

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Dans le triangle AH B, rectangle en H, la tangente de B donne AH.
2. Puis utilise AH? = HB x HC, ou la tangente de I'angle FE, égal a B.

CORRECTION

La hauteur — Dans le triangle AH B, le coté opposé a B est [AH].
AH =HB xtanB=2x3=6

Le segment HC —

Maths a la carte — Trigonométrie et mesure des grandeurs - fiche de relecture



AH? 36
HB 2
L'angle CAH est égal a I'angle B:on peut aussi écrire HC = AH X tanCAH =6 x 3 = 18.

HC = 18

PIEGES ANTICIPES

6 —» C'est AH : il reste a utiliser le carré de la hauteur.

2 — Pour l'angle 54\11, le c6té opposé est [HC et le coté adjacent [AH|: HC = AH X tan CAH.

EXERCICE 75 - BASE Un angle de cosinus 5/13

Pour construire un angle aigu o dont le cosinus vaut 13’ on construit un triangle rectangle

d'hypoténuse 13 dont un c6té de I'angle droit mesure 5. Calculer la longueur du troisieme coté.

Donne la longueur du troisiéme co6té.

Réponse attendue : 12 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le cosinus est le coté adjacent sur I'hypoténuse : le coté de longueur 5 est adjacent a I'angle a.
2. Le théoreme de Pythagore donne le troisieme coté.

CORRECTION

Pythagore — Le troisieme cOté est un c6té de I'angle droit.

V132 — 52 = /169 — 25 = /144 = 12

Le troisieme coté est opposé a I'angle @ : le sinus de & vaut donc —

13°

PIEGES ANTICIPES
sqrt(194) — Le cOté cherché n'est pas I'hypoténuse : on retranche les carrés, on ne les ajoute pas.

8 — On ne soustrait pas les longueurs : le théoreme de Pythagore porte sur les carrés.

EXERCICE 76 - PRATIQUE Un angle obtus de sinus 0,6

On construit sur le demi-cercle trigonométrique I'angle obtus a dont le sinus vaut 0,6 : on trace la
paralléle a (O A) d'ordonnée 0,6, et I'on garde le point d'abscisse négative. Calculer le cosinus de a.

Ecris seulement la valeur exacte du cosinus.

‘ Réponse attendue : -4/5 — aussi acceptées : -0.8 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le point construit est sur le demi-cercle : la somme des carrés de ses coordonnées vaut 1.
2. L'angle est obtus : son cosinus est négatif.

CORRECTION

Le carré du cosinus —
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(cosa)? =1-0,36 = 0,64
Le signe — On a gardé le point d'abscisse négative.

cosa = —0,8
Un sinus donne deux points du demi-cercle : il faut savoir si I'on veut I'angle aigu ou I'angle obtus.
PIEGES ANTICIPES

4/5 / 0.8 — C'est |le cosinus de I'angle aigu : le point choisi a une abscisse négative.

-0.4 — Le cosinus n'est pas un moins le sinus : ce sont les carrés qui ont pour somme un.

EXERCICE 77 - BASE Un c6té par la loi du sinus

Soit ABC un triangle tel que BC' = 5, A = 30° et B = 45°. Calculer AC.

Donne la valeur exacte de AC.

‘ Réponse attendue : 5*sqrt(2) — aussi acceptées : 5V2 - sqrt(50) J

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le coté [BC est opposé a I'angle A, le coté [AC] a I'angle B.

2. D'apreés la loi du sinus, chaque c6té divisé par le sinus de I'angle opposé donne le méme quotient.
CORRECTION

La loi du sinus —

BC B AC
sin A sin B
Le calcul —
5 in 45° 2
A = 228 g £><2:5\/§
sin 30° 2

Dans un triangle, les cotés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.

PIEGES ANTICIPES
5¥sqrt(2)/2 — Tu as inversé les sinus : le c6té [AC] est opposé a I'angle B, le cété [BC a l'angle A.

7.07 / 7.071 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 78 - PRATIQUE Un angle obtus par la loi du sinus

Soit ABC un triangle tel que BC = 4, AC = 44/2 et A = 30°. On sait de plus que I'angle B est
obtus. Calculer la mesure en degrés de I'angle B.

Ecris seulement le nombre de degrés.

Réponse attendue : 135 J

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Ecris la loi du sinus avec les cotés [BC] et [AC] : elle donne le sinus de B.
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2. Deux angles ont ce sinus : I'énoncé te dit lequel garder.

CORRECTION

Le sinus de B —

1
SiHE_Astinﬁ_Ll\/ﬁXi_ﬁ
n BC N 4 2

L'angle obtus — On prend le supplémentaire de 45 degrés.

—

B =180° — 45° = 135°

Un sinus ne suffit pas a fixer un angle : il en donne deux, supplémentaires. Ici, C mesure 15 degrés.

PIEGES ANTICIPES

45 / 45° — Un sinus égal a 5 correspond a deux angles : I'énoncé dit que B est obtus.

EXERCICE 79 - PRATIQUE Deux sinus connus

~ 3 ~ 1
Dans un triangle ABC,ona BC = 9,sin A = = etsin B = 2" Calculer AC.

Donne la longueur AC.

‘ Réponse attendue : 15/2 — aussi acceptées : 7.5

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le c6té [BC] est opposé a I'angle A, le coté [AC] a I'angle B.
2. Ecris I'égalité de la loi du sinus avec ces deux cotés.

CORRECTION

La loi du sinus —

AC_BC
sinﬁ_sinlzl\
Le calcul —
9><1
ac-_2_9,°5_D
3 273 2
5

Chaque coté va avec le sinus de I'angle qui lui fait face.

PIEGES ANTICIPES

54/5 / 10.8 — Le coté [AC est opposé a I'angle B : Cest le sinus de B qui va avec lui.

EXERCICE 80 - BASE Le partage d'un coté

Dans un triangle ABC, ona AB = 5, AC = 7 et BC' = 6. La bissectrice intérieure de I'angle A
coupe le c6té [BC] en I. Calculer I B.
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Donne la longueur I B.

Réponse attendue : 5/2 — aussi acceptées : 2.5

INDICES, DANS L'ORDRE

1. D'aprés le théoréme des bissectrices, le rapport de IB a IC est celuide AB a AC.
2. Le point I est sur le segment [BC| : IB + IC = 6. Partage 6 en parts proportionnelles a 5 et a 7.

CORRECTION
Le rapport —
IB AB 5
IC  AC 7
Le partage — Sur 12 parts, I B en prend 5.
IB = L X 6 = E
5+7 2

La bissectrice intérieure partage le c6té opposé en deux segments proportionnels aux cotés voisins.

PIEGES ANTICIPES

7/2 / 3.5 » C'est IC : le segment [I B] est du c6té de B, il est proportionnel 3 AB.

3 — La bissectrice ne coupe pas [BC] en son milieu : elle le partage dans le rapport des c6tés voisins.

EXERCICE 81 - PRATIQUE Retrouver un coté avec la bissectrice

Dans un triangle ABC, la bissectrice intérieure de I'angle A coupe le c6té [BClen I, avec IB =
3 et IC = 5. Onsait que AB = 6. Calculer AC.

Donne la longueur AC.

( Réponse attendue : 10

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Le théoreme des bissectri li YL tAB
. rem i rices relie — et —.
e théoréme des bissectrices relie —~ et = ~
2. Le segment [I B] va avec le coté [AB], le segment [IC] avec le coté [AC].
CORRECTION
Le rapport —
AB_IB 3
AC IC 5
Le coté —
5xAB 5x6
¢ 3 3

Le théoreme des bissectrices se lit dans les deux sens : du partage du c6té, on remonte aux c6tés voisins.

PIEGES ANTICIPES

18/5 / 3.6 — Le rapport est dans l'autre sens : AC va avec IC, comme AB avec I B.
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EXERCICE 82 - RAISONNEMENT La bissectrice extérieure

Soit ABC un triangle tel que AB = 4, AC' = 6 et BC' = 5. La bissectrice extérieure de I'angle A
coupe la droite (BC') en un point J. Calculer JB.

Donne la longueur JB.

Réponse attendue : 10 J
INDICES, DANS L'ORDRE
1. D'apreés le théoreme des bissectri JB _AB
. D'apres le théoréme des bissectrices, — = —.
b JC ~ AC

2.Comme AB < AC, le point J est plus prés de B que de C': il est sur la droite (BC), au-dela de B.
Donc JC' = JB + BC(C.

CORRECTION
Le rapport —

JB 4 2
JC 6 3

La position de J — Le point J est hors du segment [BC', du cété de B.
3JB=2(JB+5)
La longueur —

JB =10

La bissectrice extérieure partage elle aussi le c6té opposé dans le rapport des cotés voisins, mais a I'extérieur
du segment.

PIEGES ANTICIPES

2 — C'est la distance de B au pied de la bissectrice intérieure : le point J est a I'extérieur du segment

[BC).

EXERCICE 83 - BASE Le rayon du cercle circonscrit

Soit ABC' un triangle tel que BC = 6 et A = 30°. Calculer le rayon R de son cercle circonscrit.

Donne le rayon R.

Réponse attendue : 6 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le coté divisé par le sinus de I'angle opposé est égal a 2R.

2. Le sinus de 30 degrés vaut un demi.

CORRECTION

La loi du sinus —

BC
=~ = 2R

sin
Le rayon —
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Le quotient d'un cbté par le sinus de I'angle opposé est le diametre 2R du cercle circonscrit.

PIEGES ANTICIPES

. BC o o
12 — Le quotient = vaut 2R, le diamétre : divise par deux.

sin A
3 — On divise par le sinus, on ne multiplie pas.

EXERCICE 84 - BASE Un cOté et le rayon

Un triangle ABC est inscrit dans un cercle de rayon 5, et A = 60°. Calculer BC.

Donne la valeur exacte de BC'.

Réponse attendue : 5*sqrt(3) — aussi acceptées : 5V3 - sqrt(75)

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Le cOté opposé a un angle est égal a 2R multiplié par le sinus de cet angle.
2. Le coté opposé a A est [BC.

CORRECTION
La loi du sinus —

BC = 2Rsin A

Le calcul —

Bczlox‘/?g:wE

Coté égale diametre du cercle circonscrit fois sinus de I'angle opposé.

PIEGES ANTICIPES
5*sqrt(3)/2 — On multiplie le sinus par le diamétre 2R = 10, pas par le rayon.

8.66 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 85 - RAISONNEMENT Le cercle d'un triangle équilatéral

Calculer le rayon du cercle circonscrit a un triangle équilatéral de coté 9.

Donne la valeur exacte du rayon.

L Réponse attendue : 3*sqrt(3) — aussi acceptées : 3V3 - 9/sqrt(3) - sqrt(27)

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Les trois angles d'un triangle équilatéral mesurent 60 degrés.

2. Le coté divisé par le sinus de I'angle opposé donne 2R.

CORRECTION
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Le diameétre —

9 9 18
f— pu— = e— 6
sin 60° V3 V3 v3
2

Le rayon —

R=33

c
Pour un triangle équilatéral de c6té c, le rayon du cercle circonscrit vaut —=, soit les deux tiers de la hauteur.

V3

PIEGES ANTICIPES

9*sqrt(3)/2 — C'est la hauteur du triangle équilatéral, pas le rayon de son cercle circonscrit.
6*sqrt(3) — Le coté divisé par le sinus de 60 degrés donne 2R : divise encore par deux.

5.2 / 5.196 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 86 - DEFI Le périmetre par le cercle circonscrit

Soit ABC' un triangle inscrit dans un cercle de rayon 2, tel que A = 45° et B = 60°. On admet

V6 + /2
4

que le sinus de 75 degrés vaut . Calculer le périmetre de ce triangle.

Donne la valeur exacte du périmetre.

Réponse attendue : 3*sqrt(2)+2*sqrt(3)+sqrt(6) — aussi acceptées : 3V2+2V3+V6 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le troisieme angle se déduit des deux autres.
2. D'aprés la loi du sinus, chaque coté est égal a 2R multiplié par le sinus de I'angle opposé.
3. Additionne les trois cOtés et regroupe les racines de deux.
CORRECTION
Le troisieme angle —
C = 180° — 45° — 60° = 75°
Les trois cotés — Ici, 2R = 4.
BC =4sin45° =2v2 ; AC =4sin60° =2v3 ; AB=4sin75° = V6 + V2
Le périmétre —

2v2 +2v3 + /6 +/2=3v2+2/3+ 6

Avec le rayon du cercle circonscrit et les trois angles, la loi du sinus donne les trois cotés.
PIEGES ANTICIPES
(3*sqrt(2)+2*sqrt(3)+sqrt(6))/2 — Chaque cbté vaut 2R fois le sinus de I'angle opposé : le diametre,
pas le rayon.

10.16 / 10.156 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.
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EXERCICE 87 - BASE Deux cotés et I'angle compris
Soit ABC' un triangle tel que AB = 6, AC = 10 et A = 150°. Calculer l'aire de ce triangle, sans
écrire l'unité.

Donne l'aire, le nombre seul.

Réponse attendue : 15 J

INDICES, DANS L'ORDRE
1. On connait deux cotés et I'angle qu'ils forment : 'aire est la moitié de leur produit par le sinus de cet angle.
2. Le sinus de 150 degrés est celui de son supplémentaire, 30 degrés.

CORRECTION

Le sinus —

1
sin 150° = sin 30° = 2

L'aire —

5’—1><6 10 1—15
_2 X ><2_

L'aire d'un triangle est le demi-produit de deux cOtés par le sinus de I'angle qu'ils forment, méme obtus.

PIEGES ANTICIPES
30 — Tu as oublié le un demi de la formule.

15*sqrt(3) — C'est avec le sinus de 60 degrés : le sinus de 150 degrés est celui de 30 degrés, un demi.

EXERCICE 88 - DEFI Le troisieme c6té d'un triangle d'aire connue

Soit ABC' un triangle d'aire 12, tel que AB = 4, AC' = 12 et que l'angle A soit obtus. Calculer
BC.

Donne la valeur exacte de BC'.

Réponse attendue : sqrt(160+48*sqrt(3)) — aussi acceptées : 4*sqrt(10+3*sqrt(3)) - V(160+48+v3) -
4 (10+3v3)

INDICES, DANS L'ORDRE

1. La formule de ['aire donne le sinus de I'angle A.

2. L'angle est obtus : quel est-il, et quel est son cosinus ?
3. Le théoréme d'El-Kashi donne alors BC?.

CORRECTION

Le sinus —

— ~ 1
12:%><4><12><sinA ; sinA:§

L'angle obtus —
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_ ~ 3
A=150° ; cosA= —£

2

El-Kashi —

BC?=16+144 — 2 x 4 x 12 X _\/?5 — 160 + 48v/3
Le coté —

BC = /160 + 48+/3 = 44/10 + 3/3

L'aire donne le sinus ; il faut encore savoir si I'angle est aigu ou obtus pour avoir le bon cosinus.

PIEGES ANTICIPES

sqrt(160-48*sqrt(3)) / 4*sqrt(18-3*sqrt(3)) — C'est le résultat pour I'angle aigu de 30 degrés : I'énoncé
dit que l'angle A est obtus.

160+48*sqrt(3) — C'est BC? : prends la racine carrée.

15.59 / 15.593 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 89 - RAISONNEMENT De I'aire a I'angle, puis au c6té

Soit ABC' un triangle d'aire 61/3, tel que AB = 4, AC' = 6 et que I'angle A soit aigu. Calculer
BC.

Donne la valeur exacte de BC'.

t Réponse attendue : 2*sqrt(7) — aussi acceptées : 2V 7 - sqrt(28)

INDICES, DANS L'ORDRE
1. La formule de I'aire donne le sinus de I'angle A.

2. L'angle est aigu : on en déduit sa mesure, puis le théoréme d'El-Kashi donne BC.

CORRECTION

Le sinus —

1
6vV3 = —
V3 5

L'angle — Il est aigu.
A = 60°
El-Kashi —
1
BC2:16+36—2><4><6><§:28 . BC =27

S

x4x6xsind ; sinA=

La formule de I'aire se lit a I'envers : elle donne le sinus de I'angle compris entre deux cotés connus.

PIEGES ANTICIPES

2*sqrt(19) — C'est le résultat pour I'angle obtus de 120 degrés : ici, I'angle est aigu.
28 — C'est BC? : prends la racine carrée.

5.29 / 5.292 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.
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EXERCICE 90 - DEFI La grande diagonale d'un parallélogramme

Soit ABC'D un parallélogramme tel que AB = 5, AD = 3 et DAB = 60°. Calculer la longueur
de la diagonale [AC].

Donne la longueur AC.

Réponse attendue : 7 J

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Dans le parallélogramme, BC' = AD = 3, et I'angle ABC estle supplémentaire de I'angle DAB.
2. Applique le théoréme d'El-Kashi dans le triangle ABC), avec 'angle en B.

CORRECTION

L'angle en B — Deux angles consécutifs d'un parallélogramme sont supplémentaires.
ABC = 180° — 60° = 120°

El-Kashi — Le cosinus de 120 degrés vaut moins un demi.

AC? =52 +3%2 -2 x5x 3 xcos120° =25+ 9+ 15 = 49

La diagonale —

AC =17

La diagonale [AC] fait face a I'angle obtus du triangle ABC': c'est la grande diagonale.

PIEGES ANTICIPES
sqrt(19) — C'est la petite diagonale [B D], celle qui fait face a I'angle de 60 degrés.

49 - C'est AC? : prends la racine carrée.

EXERCICE 91 - PRATIQUE Le plus grand angle

Soit ABC' un triangle tel que AB = 7, AC' = 8 et BC = 13. Calculer la mesure en degrés de
son plus grand angle.

Ecris seulement le nombre de degrés.

Réponse attendue : 120 J

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Le plus grand angle est opposé au plus grand cété, [BC| : c'est I'angle A.

2. Le théoreme d'El-Kashi donne le cosinus de ﬁ

CORRECTION

Le cosinus —

cos A — AB? + AC? — BC? 49+64—-169 _1
2x AB x AC 112

L'angle — Le seul angle de cosinus moins un demi.

A =120°
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Quand on connait les trois cotés, El-Kashi donne le cosinus de chaque angle ; le plus grand angle fait face au
plus grand coté.

PIEGES ANTICIPES

60 / 60° — Le cosinus vaut moins un demi : I'angle est obtus, c'est le supplémentaire de 60 degrés.

EXERCICE 92 - RAISONNEMENT Une aire par El-Kashi

Soit ABC' un triangle tel que AB = 4, AC' = 5 et BC = 7. Calculer cos A, puis I'aire de ce
triangle. Donner l'aire, sans écrire I'unité.

Donne la valeur exacte de l'aire.

Réponse attendue : 4*sqrt(6) — aussi acceptées : 46 - sqrt(96)

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le théoreme d'El-Kashi donne le cosinus de A, I'angle opposé a [BC].
2. La relation fondamentale donne ensuite le sinus, positif.

3. L'aire est le demi-produit de AB et de AC' par ce sinus.

CORRECTION

Le cosinus —

s 16+425-49 1
S A= T 4x5 5

Le sinus —

Des trois cotés a l'aire : El-Kashi donne le cosinus, la relation fondamentale le sinus, puis la formule de I'aire.
La formule de Héron donne le méme résultat.

PIEGES ANTICIPES
-1/5 — C'est le cosinus de A : la consigne demande l'aire.

10 — L'aire n'est pas la moitié du produit de deux c6tés : il faut multiplier par le sinus de I'angle qu'ils
forment.

9.8 / 9.798 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 93 - DEFI Deux triangles possibles

Soit ABC' un triangle tel que A = 60°, AC' = 5 et BC' = /21. Déterminer toutes les valeurs
possibles de AB.

Ecris les valeurs entre accolades, séparées par un point-virgule.
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Réponse attendue : {1;4} — aussi acceptées : AB=1 ou AB=4 - AB=4 ou AB=1

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Ecris le théoréme d'El-Kashi avec I'angle E, opposé au coté [BC] ; I'inconnue est AB.
2. Tu obtiens une équation du second degré : résous-la.
CORRECTION
El-Kashi — On note t la longueur AB.
BC? = AB? + AC? — 2 x AB x AC x cos 60°
L'équation —
21=t2+25—-5¢t ; t*—5t+4=0
Les solutions — Les deux racines sont positives : deux triangles conviennent.
(t—1)(t—4)=0 ; AB=1 ou AB=4

Quand l'inconnue est un coté adjacent a I'angle connu, El-Kashi donne une équation du second degré, qui
peut avoir deux solutions.

PIEGES ANTICIPES

{4} / 4 / {1} / 1 - Les deux racines sont positives : il y a deux triangles possibles, avec AB = 1 et avec

AB = 4.

EXERCICE 94 - DEFI La longueur d'une médiane

Soit ABC un triangle tel que AB = 6, AC = 8 et BC' = 12, et M le milieu de [BC]. Calculer
la longueur de la médiane [AM].

Donne la valeur exacte de AM.

t Réponse attendue : sqrt(14) — aussi acceptées : V14 ]

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Calcule d'abord cos B avec le théoréme d'El-Kashi dans le triangle ABC..
2. Applique-le de nouveau dans le triangle ABM, ot BM = 6.

CORRECTION
L'angle en B —

5 36+144-64 116 29
cosB = ex12 144 36
Le triangle ABM —

AM2:36—|—36—2><6><6><%:72—58:14

La médiane —

AM = /14

Le méme angle appartient a deux triangles : El-Kashi dans I'un donne son cosinus, El-Kashi dans I'autre donne
la longueur cherchée.
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PIEGES ANTICIPES
7 — Une médiane n'est pas la moyenne des deux cotés : il faut passer par un angle du triangle.

14 — C'est AM? : prends la racine carrée.

3.74 / 3.742 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 95 - PRATIQUE L'aire d'un quadrilatere

Les diagonales d'un quadrilatére convexe ABC' D mesurent AC' = 10 et BD = 7, et forment un
angle de 30°. Calculer l'aire de ABC D, sans écrire |'unité.

Donne l'aire, le nombre seul.

Réponse attendue : 35/2 — aussi acceptées : 17.5

INDICES, DANS L'ORDRE
1. L'aire d'un quadrilatere est la moitié du produit de ses diagonales par le sinus de I'angle qu'elles forment.

2. Le sinus de 30 degrés vaut un demi.

CORRECTION

La formule —
aire(ABCD) = % x AC x BD x sin 30°

Le calcul —

L tox7x =32 175
2 2 2

Les quatre triangles découpés par les diagonales ont tous le méme sinus en leur sommet commun : d'ou la
formule.

PIEGES ANTICIPES
35 — On prend la moitié du produit des diagonales par le sinus : tu as oublié le un demi.

35%sqrt(3)/2 — C'est avec le cosinus de 30 degrés : la formule utilise le sinus.

EXERCICE 96 - RAISONNEMENT L'angle des diagonales

Un quadrilatére convexe a pour aire 24, et ses diagonales mesurent 8 et 12. Calculer, en degrés,
I'angle aigu formé par ses diagonales.

Ecris seulement le nombre de degrés.

Réponse attendue : 30

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Ecris la formule de l'aire avec I'angle des diagonales comme inconnue.

2. Tu obtiens le sinus de cet angle : quel angle aigu a ce sinus ?

CORRECTION
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La formule — On note « I'angle aigu des diagonales.
1
24 = 2 X 8 X 12 X sina = 48sin o
L'angle —
) 1
sima=- ; a=30°
2

Les diagonales forment deux angles supplémentaires, de méme sinus : la formule de I'aire ne les distingue
pas.

PIEGES ANTICIPES
60 / 60° — Le sinus de I'angle vaut un demi : c'est I'angle de 30 degrés, pas celui de 60.

150 / 150° — C'est I'angle obtus formé par les diagonales : on demande I'angle aigu.

EXERCICE 97 - RAISONNEMENT L'angle au sommet E

Soit ABC'D un carré et EBC un triangle équilatéral construit a I'intérieur du carré. Calculer, en
degrés, I'angle AED.

Ecris seulement le nombre de degrés.

Réponse attendue : 150

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Le triangle ABE est isocéle en B : calcule I'angle ABE, puis I'angle BAE.

2. Déduis-en I'angle DAE. Le point E est sur la médiatrice de [AD)] : le triangle AED est isocéle en E.

CORRECTION
Le triangle ABE— BA = BC = BE :il estisocéle en B.
- ——  180° — 30°

ABE =90° —60°=30° ; BAE = —s = 75°
L'angle en A —

DAE = 90° — 75° = 15°

Le triangle AED — Il est isocéle en F.

AED — 180° — 2 x 15° = 150°

Dans une figure ou se cachent des triangles isocéles, on avance angle par angle avec la somme des angles
d'un triangle.

PIEGES ANTICIPES
75 — C'est I'angle BAE : poursuis dans le triangle AED.

30 — C'est l'angle ABE : I'angle cherché est en E, dans le triangle AED.

EXERCICE 98 - DEFI L'aire du triangle AED
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Soit ABC'D un carré de c6té 6 et EBC un triangle équilatéral construit a I'intérieur du carré.
Calculer l'aire du triangle AE D, sans écrire I'unité.

Donne la valeur exacte de |'aire, le nombre seul.

‘ Réponse attendue : 18-9*sqrt(3) — aussi acceptées : 9*(2-sqrt(3)) - 18-9v3 - 9(2-V3)

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Prends [AD] pour base : il faut la distance de F a la droite (AD).

2. La hauteur du triangle équilatéral EBC donne la distance de E a la droite (BC).

3. La distance de E a (AD) est le coté du carré moins cette hauteur.

CORRECTION

La hauteur de EBC — La hauteur d'un triangle équilatéral de c6té 6 est 6 sin 60°.

6x§:3\/§

La distance de E & (AD) — Les droites (AD) et (BC') sont distantes de 6.
6 — 33
L'aire —

aire(AED) = % x 6 X (6 - 3\/5) =18 — 9v/3

S 1
On vérifie avec la formule de l'aire : AED = 150° et AE? = 72 — 36+/3, donc 5 x AE? x sin150° =
18 — 9+/3.

PIEGES ANTICIPES
9*sqrt(3) — Tu as pris la hauteur de EBC comme hauteur de AE D : la distance de E a (AD) est

6 — 3v/3.
1
9 — C'est l'aire du triangle ABE, 3 X 6 x 6 x sin 30° : la question porte sur AED.

36-18*sqrt(3) — Tu as oublié la moitié : I'aire d'un triangle est la moitié de la base par la hauteur.

2.41 / 2.412 = C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.

EXERCICE 99 - BASE Quel cas d'isométrie ?

Deux triangles ABC et DEF vérifient AB = DE, AC = DF et BAC = EDF :ils sont
isométriques. Préciser le numéro du cas d'isométrie du cours qui permet de I'affirmer.

Ecris seulement le numéro du cas : 1, 2 ou 3.

Réponse attendue : 2

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Compte ce que I'on connait : des cOtés, des angles ?

2. L'angle égal est-il compris entre les deux cotés égaux ?

CORRECTION
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Les données — Deux cotés égaux, [AB] et [DE], [AC] et [DF], et I'angle qu'ils forment, en A et en D.
Le cas — Un angle égal compris entre deux cOtés respectivement égaux.
2° cas d’isométrie

Avec El-Kashi, deux cétés et I'angle qu'ils forment donnent le troisiéme cété : BC' = EF.

PIEGES ANTICIPES

1 — Le premier cas porte sur un c6té compris entre deux angles : ici, on connait deux cotés et I'angle
qu'ils forment.

3 — Le troisiéme cas demande les trois cétés : ici, on ne connait pas BC' et EF'.

EXERCICE 100 - RAISONNEMENT Deux hauteurs égales

Soit ABC' un triangle isocéle en A tel que AB = AC = 10 et BC = 12. On désigne par [BH|
et [C K] les hauteurs issues de B et de C. Calculer CK.

Donne la longueur CK.

‘ Réponse attendue : 48/5 — aussi acceptées : 9.6

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Calcule l'aire du triangle avec la hauteur issue de A : elle tombe au milieu de [BC].
2. La méme aire s'écrit aussi avec la base [AB] et la hauteur [C K.

3. Les triangles BHC' et C K B sont isométriques : BH = CK.

CORRECTION

La hauteur issue de A — Elle coupe [BC] en son milieu.
V12— 62 =8
L'aire —
1
S = 5 x 12 x 8 =48

La hauteur CK — Elle est relative au c6té [AB).

25 96
CK=—=—=96

AB 10 7
Les triangles BHC et C K B ont le c6té [BC| commun compris entre deux angles égaux : ils sont
isométriques, et BH = CK.

PIEGES ANTICIPES

8 — C'est la hauteur issue de A : [C K| est la hauteur relative au coté [AB].

24/5 / 4.8 — Une hauteur est le double de I'aire divisé par la base : n‘oublie pas le facteur deux.

EXERCICE 101 - PRATIQUE Un triangle agrandi

Les cotés d'un triangle mesurent 4, 5 et 6. Un triangle semblable a celui-ci a pour périmétre 45.
Calculer la longueur de son plus grand coté.
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Donne la longueur du plus grand coté.

t Réponse attendue : 18

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Les cOtés de deux triangles semblables sont proportionnels : leurs périmétres aussi.

2. Le premier triangle a pour périmetre 15 : quel est le rapport de similitude ?

CORRECTION
Le rapport —

45 45
i75+6 1 °
Le plus grand c6té — On multiplie le plus grand c6té du premier triangle.
6 x3=18

Le rapport de similitude multiplie toutes les longueurs, donc aussi le périmétre.

PIEGES ANTICIPES

45
15 — On ne partage pas le périmetre en trois parts égales : le rapport de similitude est I = 3, etl'on

multiplie le plus grand cété, 6.

EXERCICE 102 - RAISONNEMENT Deux triangles semblables dans un triangle

Soit ABC un triangle tel que AB = 12 et AC' = 9. Soit M le point du segment [AB] tel que
AM = 3, et N un point du segment [AC] tel que ANM = ABC. Calculer AN.

Donne la longueur AN.

( Réponse attendue : 4

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Les triangles AM N et AC B ont I'angle en A en commun et un deuxiéme angle égal : ils sont
semblables.
2. Fais correspondre les sommets : A avec A, N avec B, M avec C'. Les cétés homologues sont
proportionnels.

CORRECTION
Deux angles égaux —
MAN =CAB ; ANM = ABC
Les cotés homologues — Le c6té [AN] correspond a [AB], et le coté [AM] a [AC].
AN AM
AB ~ AC
Le calcul —
AM x AB 3 x12
AN=""4c =9 ~

Pour des triangles semblables, on associe d'abord les sommets d'angles égaux : les c6tés homologues sont
ceux qui leur font face.

4
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PIEGES ANTICIPES
9/4 / 2.25 - Tu as associé [AN] a [AC] comme si (M N) était paralléle a (BC) :ici, I'angle en N est
égal a I'angle en B, donc IV correspond a B.

EXERCICE 103 - DEFI Les cOtés d'apres la hauteur et I'hypoténuse

Soit ABC' un triangle rectangle en A, avec AB > AC, dont I'hypoténuse mesure BC' = 25 et la
hauteur [AH| mesure 12. Calculer AB.

Donne la longueur AB.

‘ Réponse attendue : 20 J

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Les longueurs H B et HC ont pour somme 25, et pour produit AH? = 144.

2. Ce sont les racines d'une équation du second degré. Le plus grand c6té de I'angle droit correspond au plus
grand des deux segments.

3. Termine avec AB?2 = BH x BC.

CORRECTION
Somme et produit —

HB+HC =25 ; HBx HC =144

L'équation —

t2—-25t+144=0 ; (t—9)(t—16)=0

Le bon segment — Comme AB? = BH x BC et AC? = CH x CB, le plus grand c6té va avec le plus
grand segment.

HB=16 ; HC=9

Le coté —

AB? =16 x25 =400 ; AB =20

Les relations métriques se combinent: AH? = HB x HC donne les deux segments, AB> = BH x BC
donne le coté.

PIEGES ANTICIPES

15 — C'est AC), le plus petit coté de I'angle droit.
16 —» C'est H B : il reste a utiliser AB?2 = BH x BC.

EXERCICE 104 - BASE Héron avec des entiers

Calculer, avec la formule de Héron, I'aire d'un triangle dont les c6tés mesurent 9, 10 et 17, sans
écrire |'unité.

Donne l'aire, le nombre seul.
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t Réponse attendue : 36

INDICES, DANS L'ORDRE
1. Commence par le demi-périmétre.

2. Retire chaque c6té au demi-périmetre, multiplie les quatre nombres, puis prends la racine carrée.

CORRECTION
Le demi-périmetre —
9+10+17
— =
Les écarts —
p—9=9 ; p—10=8 ; p—17=1
La formule —

S =418 x 9 x 8 x1=1+1296 = 36

p= 18

La formule de Héron donne I'aire a partir des trois cotés seulement, sans aucun angle.

PIEGES ANTICIPES

1296 — C'est le carré de l'aire : prends la racine carrée.

EXERCICE 105 - DEFI Le rayon par Héron

Soit ABC' un triangle tel que AB = AC' = 25 et BC' = 14. Calculer son aire avec la formule de
Héron, puis le rayon R de son cercle circonscrit. Donner R.

Donne la valeur exacte de R, sous la forme d'une fraction irréductible.

t Réponse attendue : 625/48

INDICES, DANS L'ORDRE

1. Le demi-périmetre vaut 32 : applique la formule de Héron.

. . abc U §
2. L'aire s'écrit aussi S = ——, avec les trois cotés : déduis-en R.

CORRECTION
L'aire —
S =+/32x 7 x 7 x 18 =+/28224 = 168
Le rayon —
R:ABxACxBC:25><25><14:8750:625
48 4 x 168 672 48
abe

Héron donne l'aire a partir des cotés ; la formule S = 1R relie ensuite I'aire au cercle circonscrit.

P
PIEGES ANTICIPES

abc
625/24 — La formule est S = T divise le produit des cotés par 4.5, pas par 2S.

168 — C'est l'aire : il reste a calculer le rayon.
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L 13.02 / 13.021 — C'est une valeur approchée : la consigne demande la valeur exacte.
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